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Προσδιορισμός της ροπής αδράνειας ενός στρόβου

Δημήτρης Τσαούσης* – Παναγιώτης Μουρούζης**

*Σχολικός Σύμβουλος ΠΕ4,        Σεφέρη 8,     Ελεούσα Ιωαννίνων,    Ιωάννινα 45500, E-mail: me00034@cc.uoi.gr. 

**Υπεύθυνος  Ε.Κ.Φ.Ε  Κέρκυρας, 
Αστεροσκοπείου 3, 

   Κέρκυρα 49100,

      E-mail: ekfekerk@otenet.gr 
ΠΕΡΙΛΗΨΗ
Σε προηγούμενη εργασία μας παρουσιάσαμε το στροφορμοσκόπιο, συσκευή για την πειραματική μελέτη της στροφορμής. Στην εργασία αυτή χρησιμοποιούμε τη συσκευή που κατασκευάσαμε για τον πειραματικό προσδιορισμό της ροπής αδράνειας ενός κυλίνδρου και γενικότερα ενός στρόβου. Το στροφορμοσκόπιο είναι εφοδιασμένο με ένα ελατήριο στρέψης με το οποίο μπορούμε να περιστρέφουμε ένα στρόβο μεταβλητής ροπής αδράνειας με συγκεκριμένη κινητική ενέργεια. Πειραματιζόμαστε δίνοντας κάθε φορά στο στρόβο την ίδια κινητική ενέργεια. Μεταβάλλοντας την ροπή αδράνειάς του παρατηρούμε μεταβολή στην περίοδο περιστροφής του. Η λήψη μετρήσεων της εκάστοτε περιόδου του για διάφορες γνωστές τιμές της μεταβολής της ροπής αδράνειας του στρόβου, μας επιτρέπει να χαράξουμε την καμπύλη που συνδέει τη μεταβολή της ροπής αδράνειας με το τετράγωνο της περιόδου του στρόβου. Η καμπύλη εν προκειμένω είναι ευθεία της οποίας το σημείο τομής με τον άξονα της μεταβολής της ροπής αδράνειας προσδιορίζει τη ροπή αδράνειας του στρόβου. 

Η μεταβολή της ροπής αδράνειας του στρόβου επιτυγχάνεται με προσθήκη γνωστών μαζών σε γνωστή απόσταση από τον άξονά του. Η μέτρηση της εκάστοτε περιόδου του σφονδύλου επιτυγχάνεται με ένα σύστημα εισαγωγής πειραματικών μετρήσεων σε Η/Υ. Χρησιμοποιούμε το σύστημα συγχρονικής λήψης και απεικόνισης Multilog και το πρόγραμμα db-Lab με τα οποία είναι ήδη εφοδιασμένα όλα τα νέα εργαστήρια των Ε.Λ. της Ελλάδος. Αναλυτικότερα, σταθερή φωτεινή δέσμη κατευθύνεται στον περιστρεφόμενο σφόνδυλο. Στην περιφέρεια του σφονδύλου έχουμε επικολλήσει λεπτή ανακλαστική χάρτινη επιφάνεια. Κάθε φορά που η φωτεινή δέσμη συναντά την ανακλαστική επιφάνεια ανακλάται. Ένας αισθητήρας φωτός ανιχνεύει την ανακλώμενη δέσμη και μέσω του συστήματος συγχρονικής λήψης και απεικόνισης λαμβάνουμε τη γραφική παράσταση των διαδοχικών ανακλάσεων. Η χρονική απόσταση των δυο πρώτων μεγίστων δίνει την περίοδο. Κατασκευάσαμε και δική μας διάταξη που κάνει δυνατή την εισαγωγή της ανακλώμενης δέσμης στον Η/Υ. 

Στις δοκιμές που κάναμε, η πειραματική άσκηση που προτείνουμε έδωσε άριστα αποτελέσματα. Η πρότασή μας αξιολογήθηκε θετικά από πολλούς συναδέλφους της δευτεροβάθμιας και τριτοβάθμιας εκπαίδευσης. Προτείνουμε το ΥΠΕΠΘ να τη συμπεριλάβει στις εργαστηριακές ασκήσεις της Γ' Λυκείου διότι αποτελεί άμεση και ακριβή μέτρηση της ροπής αδράνειας με ένα τρόπο απλό, διαφανή και κυρίως επιστημονικό. Για τους λόγους αυτούς θα μπορούσε να αποτελεί εργαστηριακή άσκηση φοιτητών και στα τμήματα φυσικής του Πανεπιστημίου.

ΛΕΞΕΙΣ ΚΛΕΙΔΙΑ

Μέτρηση της ροπής αδράνειας, Στροφορμοσκόπιο,  Κινητική ενέργεια λόγω περιστροφής,.

ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Είναι γνωστή η σχέση που συνδέει την κινητική ενέργεια λόγω περιστροφής με τη ροπή αδράνειας και την γωνιακή ταχύτητα ενός στερεού σώματος.
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Αν λύσουμε την εξίσωση (1) ως προς Ι λαμβάνουμε την κάτωθι εξίσωση
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(2)

Η εξίσωση (2) είναι πρώτου βαθμού ως προς (1/ω²) χωρίς σταθερό όρο. Η γραφική της παράσταση είναι μια ευθεία που περνά από την αρχή των αξόνων, ενώ η κλίση της είναι 2Ε.
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Σχήμα 1. Ο στρόβος παίρνει ενέργεια από συσπειρωμένο ελατήριο.

ΠΕΙΡΑΜΑ

Μέτρηση της ροπής αδράνειας Ιο ενός στρόβου.

Συσπειρώνουμε το ελατήριο στρέψης του στροφορμοσκοπίου*, στρέφοντας το στρόβο κατά φ=360º (Σχ. 1) και τον αφήνουμε ελεύθερο ώστε το ελατήριο να δώσει όλη του την ενέργεια στο στρόβο. Μετράμε την γωνιακή ταχύτητα του στρόβου**. Επαναλαμβάνουμε το ίδιο πείραμα προσθέτοντας γνωστές μάζες m σε γνωστή απόσταση α από τον άξονα του στρόβου. δηλ. προσθέτοντας κάθε φορά επί πλέον γνωστή ροπή αδράνειας mα². Επειδή κάθε φορά το ελατήριο υφίσταται την ίδια παραμόρφωση, σε κάθε βήμα του πειράματος προσφέρουμε στο στρόβο το ίδιο ποσό ενέργειας Ε. 

Εάν θέλαμε να πάρουμε τιμές και να χαράξουμε την καμπύλη της εξίσωσης (2) θα δυσκολευόμαστε να προσδιορίσουμε την εκάστοτε ροπή αδράνειας του στρόβου αφού δεν γνωρίζουμε την αρχική του τιμή Ιο.

Για το λόγο αυτό μετασχηματίζουμε την εξίσωση (2) στην κάτωθι:
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Το ΔΙ όμως δεν είναι άλλο από την επιπλέον γνωστή ροπή αδράνειας που προσθέτουμε κάθε φορά στο στρόβο.

Παίρνουμε μετρήσεις και συμπληρώνουμε τον πίνακα Ι.

Πίνακας Ι. Πειραματικές τιμές της γωνιακής ταχύτητας ω για διάφορες τιμές της μεταβολής της ροπής αδράνειας του στρόβου.

	Α/Α
	ΔΙ
	ω
	ω²
	1/ω²

	
	
	
	
	

	1
	0
	ωο
	ωο²
	1/ωο²

	2
	2mα²
	ω2
	ω2²
	1/ω2²

	3
	3mα²
	ω3
	ω3²
	1/ω3²

	4
	4mα²
	ω4
	ω4²
	1/ω4²

	5
	 6mα²
	ω6
	ω6²
	1/ω6²


Με βάση τον πίνακα Ι, χαράσσουμε την ευθεία του σχήματος 2. 
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Σχήμα 2. Γραφική παράσταση που παριστάνει τη σχέση της γωνιακής ταχύτητας με τη μεταβολή της ροπής αδράνειας ενός σώματος για δεδομένη κινητική ενέργεια λόγω περιστροφής.

Η γραφική παράσταση που χαράσσουμε είναι η ευθεία που παριστά την ευθεία (4). 

Η κλίση της ευθείας θα μας δώσει την ενέργεια του ελατηρίου Ε αφού εφλ =2Ε. 

Η τομή της ευθείας με τον άξονα ΔΙ θα μας δώσει την τιμή Ιο, δηλαδή την άγνωστη ροπή αδράνειας του στρόβου.

Επισημάνσεις

1. Η κλίση της γραφικής παράστασης (εφλ) ισούται με 2Ε. Επειδή Μ = Dφ, και 

W = Mdφ οπότε 
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. Μπορούμε επομένως να προσδιορίσουμε την κατευθύνουσα ροπή του ελατηρίου D.
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2. Επανάληψη του πειράματος με τον ίδιο σφόνδυλο αλλά με διαφορετική αρχική στρέψη του ελατηρίου (διαφορετική ενέργεια Ε) θα δώσει τρεις διαφορετικές καμπύλες όπως φαίνονται στο σχήμα 3.

Σχήμα 3. Όταν αλλάξουμε τη γωνία στρέψης του ελατηρίου θα πάρουμε καμπύλες που έχουν διαφορετική κλίση αλλά με το ίδιο Ιο αφού πρόκειται για τον ίδιο σφόνδυλο.

3. Επανάληψη του πειράματος με τρεις διαφορετικούς σφονδύλους (διαφορετικό Ιο) αλλά με την ίδια αρχική στρέψη του ελατηρίου (ίδια ενέργεια Ε) θα δώσει τρεις διαφορετικές καμπύλες όπως φαίνονται στο σχήμα 4.
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Σχήμα 4. Όταν αλλάξουμε σφόνδυλο αλλά στρέφουμε το ελατήριο κατά την ίδια γωνία θα πάρουμε καμπύλες που έχουν ίδια κλίση αλλά με διαφορετικό Ιο αφού πρόκειται για διαφορετικούς σφονδύλους.

Πρέπει να σημειώσουμε ότι στο τελευταίο διάγραμμα αν μετατοπίσουμε τις καμπύλες κατά Ιο, καταλήγουμε σε μια και μοναδική καμπύλη για όλους τους σφονδύλους που έχει την ίδια κλίση με τις άλλες και περνά από την αρχή των αξόνων. Η τελευταία καμπύλη δεν παριστάνει πλέον την ΔΙ συναρτήσει του 1/ω2 αλλά την Ι συναρτήσει του 1/ω2 δηλ. τη γραφική παράσταση της εξίσωσης (2). Με άλλα λόγια, έχουμε επιτύχει μια βαθμονόμηση του οργάνου και με μια μόνο μέτρηση μπορούμε να βρούμε τη ροπή αδράνειας οποιουδήποτε σφονδύλου, αρκεί να στρέψουμε το ελατήριο κατά την ίδια γωνία με εκείνη της βαθμονόμησης. 

4. Επειδή η βαθμονόμηση αυτή (κλίση της ευθείας)  δεν αφορά τον σφόνδυλο αλλά μόνο το ελατήριο του οργάνου, αντικατάσταση του σφονδύλου με άλλο στερεό δίνει τη δυνατότητα προσδιορισμού της ροπής αδράνειας  τυχόντος στερεού.

5. Αν ο σφόνδυλος έχει σχήμα κυλίνδρου, μπορούμε να υπολογίσουμε θεωρητικά τη ροπή αδράνειάς του και να βρούμε την απόκλιση των πειραματικών μας μετρήσεων.
6. Αν στηρίξουμε το σφόνδυλο σε άξονα παράλληλο προς τον άξονα συμμετρίας του και μετρήσουμε την νέα του ροπή αδράνειας, μπορούμε να επαληθεύσουμε τον νόμο του Steiner.

* Το στροφορμοσκόπιο περιγράφεται σε προηγούμενη εργασία μας.

** Η μέτρηση της γωνιακής ταχύτητας του σφονδύλου μπορεί να πραγματοποιηθεί με ένα σύστημα (Ρ) εισαγωγής πειραματικών μετρήσεων σε Η/Υ. Χρησιμοποιούμε το σύστημα συγχρονικής λήψης και απεικόνισης Multilog και το πρόγραμμα db-Lab  που υποστηρίζει τη συσκευή, με τα οποία είναι ήδη εφοδιασμένα όλα τα νέα εργαστήρια των Ε.Λ. της Ελλάδος.
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Σχήμα 5.  Σχηματική παράσταση μέτρηση της γωνιακής ταχύτητας του σφονδύλου με το σύστημα συγχρονικής λήψης και απεικόνισης Multilog.

Η μέθοδος που χρησιμοποιούμε είναι η ακόλουθη.

Σταθερή φωτεινή δέσμη κατευθύνεται στον περιστρεφόμενο σφόνδυλο. Στην περιφέρεια του σφονδύλου έχουμε επικολλήσει λεπτή ανακλαστική χάρτινη επιφάνεια (Π). Κάθε φορά που η φωτεινή δέσμη συναντά την ανακλαστική επιφάνεια ανακλάται και ο αισθητήρας φωτός καταγράφει την ανακλώμενη δέσμη (Σχ.5). Με τη βοήθεια του συστήματος συγχρονικής λήψης και απεικόνισης λαμβάνουμε τη γραφική παράσταση των διαδοχικών ανακλάσεων, μετράμε την περίοδο των δυο πρώτων διαδοχικών ανακλάσεων και υπολογίζουμε τη γωνιακή ταχύτητα του σφονδύλου. 

ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΑ ΜΕΤΡΗΣΗΣ

1. Σε ένα ορθοστάτη στερεώνουμε ένα laser-point ή άλλη πηγή φωτός και σε ένα άλλο ορθοστάτη τον ανιχνευτή φωτεινότητας LIT 0-50 0-300 Lx. 

2. Ρυθμίζουμε ώστε η προσπίπτουσα ακτίνα να συναντά την ανακλαστική επιφάνεια (Π) ενώ η ανακλώμενη ακτίνα να κατευθύνεται στον ανιχνευτή φωτεινότητας. 

3. Συνδέουμε το Multilog με το τροφοδοτικό των 9V που συνοδεύει τη συσκευή.

4. Συνδέουμε τον αισθητήρα του ανιχνευτή του φωτός στο Multilog.

5. Συνδέουμε το Multilog με μια σειριακή ελεύθερη θύρα του υπολογιστή μας. Τα βύσματα για τις συνδέσεις περιλαμβάνονται στη συσκευασία του Multilog
6. Πατάμε το κουμπί on του συστήματος Multilog για να το θέσουμε σε λειτουργία. Αυτό κάνει τους απαραίτητους ελέγχους και γράφει στο τέλος  V.6.01 Ready "ημερομηνία"
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Σχήμα 6. Τυπικό παράδειγμα γραφικής παράστασης που παίρνουμε με το πρόγραμμα db-Lab. Σημειώνοντας δυο διαδοχικά μέγιστα, το πρόγραμμα μας δίνει την περίοδο.

7. Ανοίγουμε τον υπολογιστή και τρέχουμε το ήδη εγκατεστημένο πρόγραμμα  db-Lab στον υπολογιστή μας.

8. Το πρόγραμμα πρέπει να μας βεβαιώσει ότι έγινε η σύνδεση του Multilog με τον υπολογιστή μέσω κάποιας θύρας. Αν όχι, βγαίνουμε από το πρόγραμμα και επαναλαμβάνουμε τη διαδικασία. Αν και πάλι αποτύχουμε, διαβάζουμε τις οδηγίες από το βιβλίο που συνοδεύει το db-Lab.

9. Από το μενού "καταγραφέας" πάμε στον "πίνακα ελέγχου". Από τον πίνακα ελέγχου ορίζουμε ως αισθητήρα τον ανιχνευτή φωτός (ένταση φωτός 0-13) και ρυθμίζουμε να παίρνουμε 100 μετρήσεις το δευτερόλεπτο.

10. Ενεργοποιούμε το db-Lab και αφήνουμε το δίσκο να περιστρέφεται ώστε να αρχίσουμε να παίρνουμε μετρήσεις. Η γραφική παράσταση που παίρνουμε έχει διαδοχικά μέγιστα. Ο χρόνος μεταξύ δύο πρώτων διαδοχικών μεγίστων μας δίνει την περίοδο από την οποία μπορούμε να υπολογίσουμε τη γωνιακή ταχύτητα (Σχ.6).

11. Οι δυνατότητα της συσκευής Multilog μας επιτρέπει να μετρήσουμε on-line συχνότητες μέχρι 100Hz. 

Παρατηρήσεις

1. Κάναμε μετρήσεις και από τα σημεία που πήραμε υπολογίσαμε τη ροπή αδράνειας του σφονδύλου της συσκευής μας. Η απόκλιση από την θεωρητική τιμή που υπολογίσαμε ήταν αμελητέα και κυμαίνεται στην περιοχή του σφάλματος των μετρήσεων.

2. Κατασκευάσαμε μια δική μας διάταξη που κάνει δυνατή την εισαγωγή της ανακλώμενης δέσμης στον Η/Υ και τη λήψη γραφικών παραστάσεων ανάλογων του σχήματος 6, αποδεσμεύοντας το στροφορμοσκόπιο από το σύστημα Multilog και το πρόγραμμα db-Lab. Επιπλέον με τη δική μας διάταξη έχουμε τη δυνατότητα να ακούμε και ένα ηχητικό σήμα σε κάθε κορυφή που καταγράφεται και με τον τρόπο αυτό ο πειραματιζόμενος συνειδητοποιεί την αλλαγή του ω αλλά και την φθίνουσα κυκλική κίνηση που κάνει ο σφόνδυλος λόγω τριβών. Ο λόγος για τον οποίο περιγράφουμε το πείραμα με το Multilog είναι επειδή υπάρχει στον εξοπλισμό των Ε.Λ. και πιστεύουμε ότι πρέπει να αξιοποιούμε τον υπάρχοντα εξοπλισμό.
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Πειραματικές μετρήσεις

Μέτρηση Ροπή αδράνειας σώματος

Σκοπός της άσκησης είναι να μετρήσουμε τη ροπή αδράνειας του δίσκου καθώς και του άξονα γύρω από τον οποίο περιστρέφεται ο δίσκος. Γι αυτό το λόγο εργαζόμαστε ως εξής:

ΘΕΩΡΗΤΙΚΗ ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΙΑ

1. Δίνουμε στο ελατήριο μια συγκεκριμένη δυναμική ενέργεια συσπειρώνοντάς το κατά γωνία φ. Η ενέργεια αυτή είναι πάντα η ίδια αφού «κουρδίζουμε» το ελατήριο κατά την ίδια γωνία φ. 

2. Αφήνουμε τον δίσκο, οπότε η δυναμική ενέργεια του ελατηρίου μετατρέπεται σε κινητική και του δίσκου, ο οποίος εκτελεί μια επιβραδυνόμενη κυκλική κίνηση. Μετράμε την αρχική περίοδο της κυκλικής κίνησης του δίσκου. 

3. Στη συνέχεια προσθέτουμε περιμετρικά ίδιες μάζες και δίνοντας την ίδια πάντα αρχική ενέργεια μετράμε την αντίστοιχη περίοδο. 

4. Οι σχέσεις που ισχύουν είναι οι εξής:
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όπου Α ο αριθμός των ίδιων μαζών που προσθέτουμε

Κάνοντας τη γραφική παράσταση της ευθείας Α=f(T2), βρίσκουμε που τέμνει η γραφική παράσταση τον άξονα των y. Το σημείο τομής θα είναι το πηλίκο 
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Μετρώντας στη συνέχεια τα m και R υπολογίζουμε τη ροπή αδράνειας των μαζών που προσθέτουμε. 

ΜΕΤΡΗΣΕΙΣ ΠΟΥ ΠΗΡΑΜΕ:

	ΜΑΖΕΣ
	ΠΕΡΙΟΔΟΣ 1
	ΠΕΡΙΟΔΟΣ 2
	ΠΕΡΙΟΔΟΣ 3
	ΜΕΣΟΣ ΟΡΟΣ ΠΕΡΙΟΔΟΥ

	ΧΩΡΙΣ ΜΑΖΑ 
(0)
	0,404
	0,408
	0,406
	0,406000

	2 ΜΑΖΕΣ

(2)
	0,442
	0,444
	0,444
	0,443333

	3 ΜΑΖΕΣ

(3)
	0,465
	0,460
	0,463
	0,462667

	4 ΜΑΖΕΣ

(4)
	0,474
	0,472
	0,478
	0,474667

	6 ΜΑΖΕΣ 


           (6)
	0,506
	0,508
	0,508
	0,507333


ΜΕ ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΙΑ ΕΧΟΥΜΕ: 

	ΜΑΖΕΣ
	ΠΕΡΙΟΔΟΣ   Τ
	ΠΕΡΙΟΔΟΣ  Τ2

	ΧΩΡΙΣ ΜΑΖΕΣ 
(0)
	0,406000
	0,164836

	2 ΜΑΖΕΣ

(2)
	0,443333
	0,196544

	3 ΜΑΖΕΣ

(3)
	0,462667
	0,214060

	4 ΜΑΖΕΣ

(4)
	0,474667
	0,225308

	6 ΜΑΖΕΣ
            (6)
	0,507333
	0,257387


Με τη βοήθεια του Excel κάνουμε τη γραφική παράσταση του αριθμού των μαζών και της περιόδου στο τετράγωνο. 
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Από την ανωτέρω γραφική παράσταση παρατηρούμε ότι η ακρίβεια των μετρήσεων είναι πολύ καλή αφού η τιμή του R2 είναι πολύ κοντά στη μονάδα, επιβεβαιώνοντας έτσι τη γραμμικότητα της καμπύλης. 

Από την προσαρμοσμένη καμπύλη έχουμε το σταθερό όρο ίσο με 10,785. 

οπότε έχουμε:
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η κάθε μάζα που προσθέταμε μετρήθηκε ίση με 7,24g  και η ακτίνα R=3cm
άρα 

Ι=702,7*10-7Kg·m2
Σύγκριση της πειραματικής μέτρησης με την θεωρητική τιμή.

Για να δούμε πόσο ακριβής είναι η μέτρησή μας μετρήσαμε τα χαρακτηριστικά του δίσκου και του άξονα:

Πάχος δίσκου 0,36cm
Διάμετρος δίσκου 7,08cm
Διάμετρος άξονα 0,78cm
Μήκος άξονα 5,68cm
Μάζα άξονα και δίσκου 129g
Για να βρούμε χωριστά τη μάζα του άξονα και του δίσκου έχουμε το λόγο των μαζών ίσο με το λόγο των όγκων, οπότε λύνοντας το σύστημα βρήκαμε μάζα δίσκου 108,4g και μάζα άξονα 20,6g
Η ροπή αδράνειας θα είναι η συνολική ροπή του δίσκου και του άξονα, οπότε:
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= 680,8*10-7Kg·m2

Ι=680,8*10-7Kg·m2
σφάλμα 3,2%
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