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Η ενέργεια είναι κρίσιµη έννοια για την επίλυση προβληµάτων φυσικής, 

συχνά ωστόσο είναι βασική πηγή σύγχυσης για τους σπουδαστές αν η παρουσίαση 
δεν είναι προσεκτικά δοµηµένη από τον καθηγητή ή το σχολικό εγχειρίδιο. Μια 
συνήθης προσέγγιση προβληµάτων που συµπεριλαµβάνουν περιστρεφόµενα ή 
παραµορφώσιµα συστήµατα είναι η εφαρµογή του θεωρήµατος έργου-κινητικής 
ενέργειας µαζί µε ένα «θεώρηµα ψευδοέργου-κινητικής ενέργειας» ή µια «εξίσωση 
για το κέντρο µάζας». Το άρθρο αυτό  συζητά µια εναλλακτική µέθοδο που δεν 
χρησιµοποιεί καµία απ’ αυτές τις εξισώσεις και επιτρέπει στους σπουδαστές µια 
περισσότερο οικουµενική και λιγότερο συγκεχυµένη προσέγγιση σε τέτοια 
προβλήµατα. Η µέθοδος εφαρµόζεται σε τρεις αντιπροσωπευτικές καταστάσεις από 
τη βιβλιογραφία. 
 
Παραµορφώσιµα και περιστρεφόµενα συστήµατα 

Έχει γίνει σηµαντική συζήτηση στη βιβλιογραφία1-7 σχετικά µε τις δυσκολίες 
µιας µεθόδου έργου-ενέργειας για την επίλυση προβληµάτων. Για προβλήµατα στα 
οποία δυνάµεις εφαρµόζονται σε σωµατίδια ή µη περιστρεφόµενα άκαµπτα 
αντικείµενα σε περιβάλλον χωρίς τριβή, η εφαρµογή του θεωρήµατος έργου-
κινητικής ενέργειας, 
 
 W = ∆Κ     (1) 
 
είναι ευθεία, µε την Κ να συµβολίζει την κινητική ενέργεια του σωµατιδίου ή του 
αντικειµένου. Στον ορισµό του έργου, όπως συζητήθηκε στο πρώτο άρθρο8 αυτής της 
σειράς, η µετατόπιση είναι αυτή του σηµείου εφαρµογής της δύναµης. Για ένα 
άκαµπτο, µη περιστρεφόµενο αντικείµενο, το οποίο θα αποκαλούµε από εδώ και πέρα 
σωµατίδιο γιατί σαν τέτοιο µπορεί να προσοµοιωθεί, αυτή η µετατόπιση είναι ίδια µε 
τη µετατόπιση του σωµατιδίου. 

Θεωρείστε τώρα µια δύναµη που δρα πάνω σε παραµορφώσιµο αντικείµενο ή 
σε αντικείµενο που περιστρέφεται. Σ’ αυτού του τύπου τα προβλήµατα η µετατόπιση 
του σηµείου εφαρµογής µιας δύναµης πάνω στο σύστηµα µπορεί να είναι 
διαφορετική από τη µετατόπιση του κέντρου µάζας του συστήµατος. Γι’ αυτού του 
τύπου τα προβλήµατα έχουν προσφερθεί αρκετές προσεγγίσεις. Αρκετές 
συµπεριλαµβάνουν έναν φορµαλισµό στον οποίο ο δεύτερος νόµος του Νεύτωνα έχει 
ολοκληρωθεί καταλήγοντας στη σχέση 
 
  
 
 
 

Στην έκφραση αυτή, το ολοκλήρωµα της συνισταµένης εξωτερικής δύναµης 
πάνω στο σύστηµα επί τη µετατόπιση του κέντρου µάζας του συστήµατος  ισούται µε 
τη µεταβολή της κινητικής ενέργειας του κέντρου µάζας. Το ολοκλήρωµα στο 
αριστερό µέλος της (2) ονοµάζεται «ψευδοέργο» από τους Penchina2, Sherwood3 και 

 ⋅ =  
 

∑∫ 2
ext CM CM

1
F dr mu                   (2)

2
∆
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Mallinckrodt και Leff5. Η ποσότητα αυτή ονοµάζεται «έργο κέντρου µάζας» από τον 
Mungan.7 

Η εξίσωση (2) ονοµάζεται «θεώρηµα ψευδοέργου-κινητικής  ενέργειας» από 
τους Penchina2 και Sherwood3. Ονοµάζεται «εξίσωση για το κέντρο µάζας» από τους 
Sherwood και Bernard.4 Οι Chabay και Sherwood9 έχουν τροποποιήσει µια 
προγενέστερη µέθοδο που χρησιµοποιούσε αυτή την εξίσωση εφαρµόζοντας µια 
ενεργειακή αρχή σ’ ένα «σύστηµα υλικού σηµείου», η οποία προσοµοίωνε ένα 
σύστηµα ως εάν όλη του η µάζα ήταν συγκεντρωµένη στο κέντρο µάζας. Στην 
µέθοδο αυτή, η µετατόπιση που µας ενδιαφέρει είναι πάλι αυτή του κέντρου µάζας. 

Οι εξισώσεις (1) και (2) χρησιµοποιούνται µαζί για να εισάγουν ένα αριθµό 
προβληµάτων στη βιβλιογραφία, για παράδειγµα σε άρθρα των Sherwood3 και 
Mungan.7 Πρόθεσή µου είναι σ’ αυτό το άρθρο να επιχειρηµατολογήσω ότι ούτε η 
εξίσωση (1) ούτε η (2) είναι το καλύτερο σηµείο εκκίνησης για τους σπουδαστές 
ώστε να ξεκινήσουν µ’ αυτού του τύπου τα προβλήµατα, ή γι’ αυτό τον λόγο, 
οποιουδήποτε τύπου ενεργειακό πρόβληµα. Ειδικότερα, η εξίσωση (2) είναι µια 
«ενεργοειδής» εξίσωση που µπορεί να οδηγήσει τους σπουδαστές σε ακόµα 
µεγαλύτερη σύγχυση. ∆εν υπάρχει λόγος για την εισαγωγή µιας καινούργιας 
εξίσωσης σαν κι αυτή, ειδικότερα µιας που θα µπερδέψει τους σπουδαστές. Οι 
σπουδαστές που έχουν διδαχθεί µε µια προσεκτικά δοµηµένη ενεργειακή µέθοδο 
έχουν ήδη τα εργαλεία που χρειάζονται για να λύσουν σύνθετα προβλήµατα. Έτσι η 
προσέγγιση σ’ αυτά τα προβλήµατα είναι ευθεία και πρέπει να παρουσιάζεται ως 
τέτοια αντί να µπερδεύουµε την κατάσταση µε την εισαγωγή αχρείαστων επιπλέον 
εξισώσεων. 
 
Η εναλλακτική στο θεώρηµα έργου-κινητικής ενέργειας 

Οι παραδοσιακές προσεγγίσεις στη διδασκαλία της έννοιας της ενέργειας 
ξεκινούν µε το θεώρηµα έργου-κινητικής ενέργειας και προχωρούν στην επέκταση 
της εξίσωσης προσθέτοντας νέους όρους καθώς συναντώνται νέες καταστάσεις. 
Αυτοί οι επιπρόσθετοι όροι συµπεριλαµβάνουν έργο που εκτελείται από µη 
συντηρητικές δυνάµεις, δυναµική ενέργεια, κτλ. Αυτού του είδους οι επεκτάσεις στο 
βασικό θεώρηµα έργου-κινητικής ενέργειας είναι πολύ δύσκολο και να γίνουν 
κατανοητές από αρχάριους σπουδαστές φυσικής και να τις κάνουν µόνοι τους.  

Προτιµώ να αφιερώσω χρόνο για να παρουσιάσω στους σπουδαστές µου µια 
σφαιρική µέθοδο της ενέργειας στη µηχανική και στη συνέχεια να περιορίσω την 
εξίσωση σύµφωνα µε µια δεδοµένη κατάσταση, όπως συζητήθηκε στο τέταρτο 
άρθρο

10 αυτής της σειράς. Η σφαιρική εξίσωση είναι η εξίσωση διατήρησης της 
ενέργειας (Α∆Ε): 
 
∆Κ + ∆U + ∆Εint = W + Q + TMT + TMW + TER + TET  (3) 
 

Είναι πολύ ευκολότερο για τους σπουδαστές να προσδιορίσουν τους όρους 
που δεν ανήκουν σε µια σαφώς γνωστή γενική εξίσωση απ’ ότι είναι να εµφανίζονται 
νέοι όροι που πρέπει να προσθέτουν σε µια απλοποιηµένη εξίσωση µε την 
παραδοσιακή µέθοδο. 

Οι σπουδαστές που διδάχτηκαν µε τη σφαιρική µέθοδο για την ενέργεια δεν 
θα πάνε µε το θεώρηµα έργου-κινητικής ενέργειας όταν ξεκινούν µ’ ένα νέο 
προκλητικό πρόβληµα, αλλά θα χρησιµοποιήσουν την εξίσωση (3). Σε πολλές 
περιπτώσεις, το θεώρηµα έργου-κινητικής ενέργειας δεν θα είναι κατάλληλο για να 
επιλυθεί το πρόβληµα, έτσι η σφαιρική µέθοδος κάνει το πρόβληµα επιλύσιµο. 
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Η εναλλακτική για το ψευδοέργο ή την εξίσωση για το κέντρο µάζας 
 

Ας στρέψουµε τώρα την προσοχή µας στη χρήση της εξίσωσης (2) για την 
επίλυση προβληµάτων σε συνδυασµό µε το θεώρηµα έργου-κινητικής ενέργειας. 
Υπάρχουν αρκετά µειονεκτήµατα σ’ αυτή την µέθοδο. 
1. Το ολοκλήρωµα στο αριστερό µέλος της εξίσωσης (2) δεν είναι έργο γιατί η 

µετατόπιση στην εξίσωση είναι αυτή του κέντρου µάζας του συστήµατος, όχι 
αυτή του σηµείου εφαρµογής της δύναµης. Ονοµάζοντας το αριστερό µέλος της 
εξίσωσης (2) «ψευδοέργο» ή «έργο κέντρου µάζας», προτείνουµε µε πολύ ισχυρό 
τρόπο ότι το ολοκλήρωµα είναι κάποια µορφή έργου. Ο καθηγητής που έχει 
προσδιορίσει προσεκτικά τη µετατόπιση στον ορισµό του έργου ως αυτή του 
σηµείου εφαρµογής της δύναµης, θα έχει δυσκολία µε την εξίσωση (2), γιατί θα 
παρουσιάσει στους σπουδαστές έναν όρο ο οποίος µοιάζει µε έργο αλλά 
συµπεριλαµβάνει µετατόπιση που ορίζεται διαφορετικά. 

2. Στη βιβλιογραφία αναφέρεται3 ότι η εξ. (2) δεν είναι ενεργειακή εξίσωση γιατί 
προκύπτει από µια δυναµική εξίσωση, τον 2ο νόµο του Νεύτωνα. Οι σπουδαστές 
έχουν δυσκολία να το αντιληφθούν γιατί σίγουρα στην εξίσωση (2) το αριστερό 
µέλος µοιάζει µε έργο και το δεξί µε κινητική ενέργεια. 

3. Στη διδασκαλία µας δίνουµε έµφαση στη σηµασία της επίλυσης προβληµάτων µε 
βάση θεµελιώδεις αρχές. Υπάρχει µόνο µία θεµελιώδης αρχή στην ενεργειακή 
µέθοδο: η διατήρηση της ενέργειας. Υπάρχει µία εξίσωση που σχετίζεται µ’ αυτή 
την αρχή: Η εξίσωση διατήρησης της ενέργειας. Στη σφαιρική µέθοδο για την 
ενέργεια, η εξίσωση (1) είναι µια ειδική περίπτωση αναγωγής της γενικής 
εξίσωσης για τη διατήρηση της ενέργειας. Επειδή η εξίσωση (2) µοιάζει τόσο 
πολύ µε ενεργειακή εξίσωση, οι σπουδαστές µπερδεύονται µε το γεγονός ότι 
φαίνεται να χρησιµοποιούν δύο εξισώσεις σε µια ενεργειακή µέθοδο ενώ υπάρχει 
µόνο µία. 

 
Αυτά τα µειονεκτήµατα εξαφανίζονται εάν στη θέση της εξ. (2) χρησιµοποιηθεί 

µια διαφορετική µέθοδος. Είναι εύκολο να δείξουµε ότι η εξ. (2) είναι µαθητικά 
ισοδύναµη µε το θεώρηµα ώθησης-ορµής, γιατί και τα δύο προκύπτουν από τον 2ο 
νόµο του Νεύτωνα. Το θεώρηµα ώθησης-ορµής, 
 
 4ext CMF dt m∆u ( )=∑∫                                                                 

 
µεταφέρει την ίδια πληροφορία µε την εξίσωση για το κέντρο µάζας. Οι σπουδαστές 
έχουν ήδη το εργαλείο του θεωρήµατος ώθησης-ορµής στην εργαλειοθήκη τους. 
Γιατί να εισαχθεί µια επιπλέον εξίσωση, η εξ. (2) όταν µεταφέρει την ίσια 
πληροφορία; Επιπλέον, γιατί να παρουσιάσουµε µια ενεργειακού τύπου εξίσωση 
στους σπουδαστές λέγοντάς τους ότι δεν είναι πραγµατικά ενεργειακή εξίσωση; 

Έτσι, στη µέθοδο ενέργειας/ορµής  χρησιµοποιούµε το θεώρηµα ώθησης-
ορµής για την επίλυση προβληµάτων αντί της εξίσωσης ψευδοέργου ή κέντρου 
µάζας. Ο σπουδαστής είναι ήδη εξοικειωµένος µ’ αυτή την εξίσωση, έτσι δεν υπάρχει 
λόγος να εισαχθεί µια καινούργια ενεργειακού τύπου εξίσωση που προκαλεί σύγχυση 
στην κατανόηση του έργου. 
 
Η µέθοδος ενέργειας/ορµής 
   Στη µέθοδο ενέργειας/ορµής που συζητείται σ’ αυτό το άρθρο, οι δύο εξισώσεις 
που χρησιµοποιούµε για τα προβλήµατα είναι η εξίσωση Α∆Ε (3) και το θεώρηµα 
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ώθησης-ορµής (4) αντί των εξισώσεων (1) και (2) που χρησιµοποιούνται στην 
παραδοσιακή µέθοδο. Η µέθοδος ενέργειας/ορµής έχει τα εξής πλεονεκτήµατα: 

1. ∆εν υπάρχει λόγος να εισαχθεί «ψευδοέργο» ή «έργο κέντρου µάζας». 
Υπάρχει µόνο µια µορφή έργου που εκτελείται πάνω σ’ ένα σύστηµα, το έργο 
υπολογίζεται µε τον πρότυπο ορισµό. 

2. Η εξίσωση (4) είναι φανερό ότι δεν είναι ενεργειακή εξίσωση έτσι δεν θα 
προκληθεί σύγχυση µε άλλες πραγµατικές ενεργειακές εξισώσεις. 

3. Προβλήµατα που συµπεριλαµβάνουν παραµορφώσιµα ή περιστρεφόµενα 
συστήµατα µπορούν να λυθούν επιλέγοντας µια θεµελιώδη αρχή ενεργειακής 
µεθόδου, την Α∆Ε, και µια αρχή µε την ορµή, το θεώρηµα ώθησης-ορµής. 

 
Παραδείγµατα εφαρµογής σε προβλήµατα 

Χρησιµοποιώντας τη µέθοδο ενέργειας/ορµής θα παραθέσουµε τρία 
ενδεικτικά προβλήµατα. Το πρώτο από τα προβλήµατα παρακάτω είναι µια απλή 
περίπτωση που περιλαµβάνει ένα παραµορφώσιµο σύστηµα και περιγράφεται από 
τον Sherwood.3  
 
Πρόβληµα 1 

Το σχήµα 1(α) δείχνει µια κάτοψη του αρχικού σχηµατισµού 2 
πεσσών µάζας m οι οποίοι βρίσκονται πάνω σε λεία επιφάνεια και 
συνδέονται µεταξύ τους µε νήµα µήκους l  και αµελητέας µάζας. 
Τη χρονική στιγµή µηδέν, µια σταθερή δύναµη µέτρου F αρχίζει να 
τραβάει προς τα δεξιά το µέσο του νήµατος. Σε χρόνο t, οι δύο 
πεσσοί συγκρούονται και κολλάνε µεταξύ τους. Σ’ αυτό τον χρόνο το 
σηµείο εφαρµογής της δύναµης έχει µετακινηθεί κατά µία απόσταση 
d και οι πεσσοί έχουν αποκτήσει ταχύτητα µέτρου u όπως φαίνεται 
στο σχήµα 1(β). Ποιο είναι το µέτρο της ταχύτητας u και πόση από 
την ενέργεια που προσφέρθηκε στο σύστηµα από το περιβάλλον 
µετατράπηκε σε εσωτερική ενέργεια; 

 

Η λύση που περιγράφεται εδώ δίνει το ίδιο αποτέλεσµα µε τον Sherwood 
κάνοντας χρήση της µεθόδους ενέργειας/ορµής. Προσδιορίζουµε ως σύστηµα τους 
δύο πεσσούς. Επειδή το σύστηµα είναι παραµορφώσιµο, η απόσταση κατά την οποία 

m

m

d

dCM

F F

t=0 t=t

(a) ( )β

l
u

Σχ. 1. ∆ύο πεσσοί συνδέονται µε νήµα µήκους l.  Μία σταθερή δύναµη µέτρου F έλκει το κεντρικό σηµείο 
του νήµατος, αναγκάζοντας τους πεσσούς να κινηθούν προς τα δεξιά και ο ένας προς τον άλλον. Όταν 
συγκρούονται, η κρούση είναι πλαστική (perfectly inelastic).  
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το  κέντρο µάζας µετακινείται κατά τη διάρκεια της διαδικασίας είναι διαφορετική 
από την απόσταση κατά την οποία µετακινείται το σηµείο εφαρµογής της δύναµης F 
όπως φαίνεται στο σχήµα 1(β). Από το σχήµα αυτό (υποτίθεται ότι οι πεσσοί έχουν 
µηδενικό µέγεθος) βλέπουµε ότι    dCM = d - l /2 .  

Το γεγονός ότι η δύναµη πάνω στο σύστηµα είναι σταθερή οδηγεί στη 
σταθερή επιτάχυνση του κέντρου µάζας του συστήµατος κατά τη διάρκεια του 
χρονικού διαστήµατος από t=0 µέχρι t=t . Για σταθερή επιτάχυνση του κέντρου µάζας 
και αρχική ταχύτητα µηδέν, η µέση ταχύτητα στο χρονικό διάστηµα που µας 
ενδιαφέρει είναι η µισή της τελικής ταχύτητας. Έτσι, το χρονικό διάστηµα που 
απαιτείται για να µετακινηθεί το κέντρο µάζας κατά απόσταση dCM  από την ηρεµία 
σε τελική ταχύτητα µέτρου u είναι 
 

 22 5

2

CM

avg

dd d
∆t ( )

uu u

− −
= = =

l l
                                            

Τώρα, το θεώρηµα ώθησης-ορµής, εξ. (4), µας δίνει 
 

 2d
F ( 2m )(u 0 ) (6 )

u

−  = − 
 

l
                                         

 
Η εξίσωση (6) µπορεί να λυθεί ως προς u: 
 

F( 2d )
u (7 )

2m

−
=

l
                                             

 
Η εξίσωση Α∆Ε γι’ αυτό το σύστηµα ανάγεται στην  
 

∆Κ + ∆Εint = W + Q + TMW  (8) 
 
όπου Κ είναι η συνολική κινητική ενέργεια των δύο πεσσών και  ∆Εint είναι η αύξηση 
στην εσωτερική ενέργεια των πεσσών εξαιτίας της πλαστικής τους κρούσης. To έργο 
W εκτελείται πάνω στο σύστηµα από τη δύναµη F. Με τον όρο Q αναπαριστάνεται η 
µεταφορά ενέργειας µε θερµότητα από τους θερµούς (µετά την κρούση) πεσσούς 
στον περιβάλλοντα αέρα και την επιφάνεια, και η TMW αναπαριστάνει τη µεταφορά 
ενέργειας µε ήχο από τους πεσσούς λόγω της κρούσης. Ας υποθέσουµε ότι οι 
τελευταίοι δύο όροι είναι αµελητέοι11 έτσι ώστε η εξίσωση Α∆Ε ανάγεται στην 
 
  ∆Κ + ∆Εint = W   (9) 
 
Η εξίσωση αυτή σύµφωνα µε τα δεδοµένα µας µπορεί να γραφεί 
 

                                             2
int

1
( 2m )u 0 F d (10 )

2
∆Ε

 − + = ⋅  
 

 
Λύνουµε την εξίσωση ως προς ∆Εint και αντικαθιστούµε την u από τη σχέση (7): 
 

 l l
l                          int

1 F ( 2d ) 1
F d ( 2m ) F d F d F (11)

2 2m 2 2
∆Ε

− −  = ⋅ − = ⋅ − − = ⋅ 
 
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     Τα επόµενα δύο ενδεικτικά προβλήµατα προτάθηκαν από τον Mungan7 και 
παρουσιάστηκαν στο πρώτο άρθρο

8 αυτής της σειράς. Ο Mungan επιλύει τα 
προβλήµατα εισάγοντας έννοιες όπως «έργο κέντρου µάζας» και «σωµατιδιακό 
έργο». Όπως δείχνεται πιο κάτω δεν υπάρχει λόγος για την εισαγωγή νέου τύπου 
«εργοειδών» ποσοτήτων: ο σπουδαστής που έχει διδαχθεί τη µέθοδο ενέργειας/ορµής 
που περιγράφηκε πριν έχει ήδη τα εργαλεία για να επιλύσει το πρόβληµα. 
 
Πρόβληµα 2 
 
 
Θεωρείστε τη φυσική κατάσταση που δείχνεται στο 
σχήµα 2. Ένα καρούλι µε κυλινδρική συµµετρία έχει 
µάζα m και ακτίνα R και ηρεµεί σε οριζόντιο 
τραπέζι µε τριβή. Το καρούλι έλκεται προς τα δεξιά 
µε σταθερή οριζόντια δύναµη µέτρου Τ από ένα 
χέρι µέσω σχοινιού αµελητέας µάζας το οποίο είναι 
τυλιγµένο στον άξονα του καρουλιού ακτίνας r. Ως 
αποτέλεσµα το καρούλι κυλίεται χωρίς να 
ολισθαίνει για µια απόσταση L  κατά µήκος του 
τραπεζιού. Υπολογίστε (α) το µέτρο της τελικής 
µεταφορικής ταχύτητας του καρουλιού και (β) το 
µέτρο της δύναµης τριβής f. 
 
 

O Μungan  λύνει το ερώτηµα (α) 
χρησιµοποιώντας την εξ. (1) στην οποία αποκαλεί το έργο W «σωµατιδιακό έργο». Η 
ονοµασία αυτή ενδεχοµένως µπερδεύει τους σπουδαστές γιατί το καρούλι ξεκάθαρα 
δεν είναι σωµατίδιο. Η µέθοδος ενέργειας/ορµής ξεκινά από την εξίσωση Α∆Ε, εξ. 
(3), αναγνωρίζοντας ότι το έργο που εκτελείται στο σύστηµα καρουλιού και νήµατος 
από το χέρι έχει ως µόνο ενεργειακό αποτέλεσµα στο σύστηµα την κινητική ενέργεια. 
Η εξίσωση Α∆Ε σ’ συτή την περίπτωση ανάγεται στην εξίσωση (1). Η κινητική 
ενέργεια του συστήµατος έχει δύο µέρη, την µεταφορική κινητική ενέργεια του 
κέντρου µάζας και την περιστροφική κινητική ενέργεια γύρω από το κέντρο µάζας: 
 

W =∆Κ = ∆Κtrans + ∆Κrot   (12)      
 
Αν το κέντρο µάζας του συστήµατος µετακινείται µε µετατόπιση µέτρου L, το 

σηµείο εφαρµογής της δύναµης που ασκείται στο νήµα από το χέρι µετακινείται για 
µετατόπιση µέτρου  L·(1+r/R). Έτσι η εξίσωση (12) µας δίνει 
 

                                      2 2
CM

r 1 1
TL(1 ) mu I (13 )

R 2 2
ω+ = +  

 
όπου Ι είναι η ροπή αδράνειας του καρουλιού ως προς το κέντρο µάζας του. 
Εφαρµόζοντας τη συνθήκη κύλισης χωρίς ολίσθηση ω=uCM/R παίρνουµε 
 

                                                  CM

r
2TL(1 )

Ru (14 )
m(1 )γ

+
=

+
 

 

Σχ. 2. Ένα καρούλι ακτίνας R έλκεται µε δύναµη 
Τ µέτρου Τ η οποία ασκείται σε νήµα τυλιγµένο 
στον άξονα του καρουλιού ακτίνας r. To καρούλι 
είναι σε επαφή µε οριζόντιο τραπέζι  που ασκεί 
δύναµης τριβής f µέτρου f. Το καρούλι κυλίεται 
χωρίς να ολισθαίνει. 
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όπου  γ=Ι/(mR2). Το αποτέλεσµα αυτό συµφωνεί µε του Mungan και απαιτεί µόνο την 
πρότυπη εξίσωση για τη διατήρηση της ενέργειας που χρησιµοποιείται στην σφαιρική 
µέθοδο. 

Για το δεύτερο ερώτηµα, ο Mungan χρησιµοποιεί δύο εξισώσεις, το θεώρηµα 
έργου-κινητικής ενέργειας για το κέντρο µάζας και µια περιστροφική εκδοχή του 
θεωρήµατος έργου-κινητικής ενέργειας. Ο συνδυασµός των δύο αυτών εξισώσεων 
οδηγεί στο αποτέλεσµα του Mungan: 
 

                                                       

r
-

Rf T (15 )
1

γ

γ
=

+
 

 
Στη µέθοδο έργου/ενέργειας, εφαρµόζουµε µία εξίσωση, το θεώρηµα ώθησης-

ορµής, στο σύστηµα: 
 
    (T-f)·∆t = m·(uCM – 0) = m·uCM  (16) 
 

Το γεγονός ότι η συνισταµένη δύναµη είναι σταθερή οδηγεί σε σταθερή 
επιτάχυνση του κέντρου µάζας του καρουλιού. Όταν ένα αντικείµενο ξεκινά από την 
ηρεµία µε σταθερή επιτάχυνση, η µέση ταχύτητά του είναι ίση µε το µισό της τελικής 
του ταχύτητας. Έτσι, το χρονικό διάστηµα στο οποίο το κέντρο µάζας µετακινήθηκε 
κατά L από την ηρεµία µέχρι µια τελική ταχύτητα uCM είναι: 
 

 
CM ,avg CM

                                             
L 2Lt (17 )

u u
∆ = =   

 
Ως αποτέλεσµα, η εξίσωση (16) γίνεται 
 

 CM
CM

2L
(T f ) m u                                       (18)

u
− = ⋅  

 
Επιλύοντας την εξίσωση αυτή ως προς  f  και αντικαθιστώντας την uCM  από την εξ. 
(14)  παίρνουµε την εξ. (15). 
 
Πρόβληµα 3 
  

Όπως δείχνεται στο σχήµα 3, δύο άκαµπτα σώµατα, µάζας m 
το καθένα, ηρεµούν σ’ ένα επίπεδο, λείο τραπέζι. Συνδέονται 
µέσω ελατηρίου αµελητέας µάζας και σταθεράς k. Η απόσταση 
των σωµάτων όταν το ελατήριο έχει το φυσικό του µήκος είναι 
L. Κατά τη διάρκεια ενός χρονικού διαστήµατος ∆t, µια 
σταθερή δύναµη µέτρου F ασκείται οριζόντια στο αριστερό 
σώµα µετακινώντας το κατά µία απόσταση x1. Kατά τη 
διάρκεια του χρονικού διαστήµατος αυτού, το δεξί σώµα 
µετακινείται προς τα δεξιά κατά απόσταση x2. Μετά το 
χρονικό διάστηµα ∆t, η δύναµη παύει να ασκείται. Βρείτε     
(α) το µέτρο της τελικής ταχύτητας του συστήµατος ελατηρίου 
και σωµάτων και (β) την ολική ενέργεια που συνδέεται µε τη 
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ταλάντωση (vibration) ως προς το κέντρο µάζας του 
συστήµατος µετά την κατάργηση της δύναµης F. 

 
O Mungan και πάλι χρησιµοποιεί εξισώσεις που αντιπροσωπεύουν το έργο 

του κέντρου µάζας και το σωµατιδιακό έργο για να επιλύσει τα (α) και (β). Παρόλο 
που αυτές οι δύο εξισώσεις επιτρέπουν την επίλυση των δύο ερωτηµάτων σε δύο 
γραµµές για το καθένα, αισθάνοµαι ότι οι λύσεις κοστίζουν στην εννοιολογική 
κατανόηση του σπουδαστή εξαιτίας της χρήσης πρόσθετων ενεργειακού τύπου 
εξισώσεων. Για να λύσουµε το ερώτηµα (α) µε τη µέθοδο ενέργειας/ορµής, 
εφαρµόζουµε το θεώρηµα ώθησης-ορµής στο σύστηµα του ελατηρίου και των δύο 
σωµάτων. Από την εξ. (4) αναγνωρίζοντας ότι η δύναµη F είναι σταθερή στο χρονικό 
διάστηµα που ασκείται,  
 
 CM CMF t ( 2m )(u 0 ) 2mu                                  (19)∆ = − =  

 
Κατά τη διάρκεια του χρονικού διαστήµατος ∆t, το κέντρο µάζας του 

συστήµατος µετακινείται κατά µία απόσταση     1 2

1
( x x )

2
+     µε σταθερή 

επιτάχυνση. Έτσι, 
 

 
1 2 1 2

1 2

CM ,avg CM
CM

1 1
( x x ) ( x x ) ( x x )2 2t                     (20)

1u uu
2

∆
+ + +

= = =  

 
Αντικαθιστώντας το ∆t στην εξ. (15) παίρνουµε 
 

 1 2
CM

( x x )
u F                                           (21)

2m

+
=  

 
Για να βρούµε την ενέργεια ταλάντωσης στο ερώτηµα (β), εφαρµόζουµε την 

Α∆Ε στο σύστηµα του ελατηρίου και των δύο σωµάτων. Ξέρουµε ότι η κινητική 
ενέργεια του συστήµατος µπορεί να γραφτεί     Κ = ΚCM + Kvib, όπου Κvib είναι η 
κινητική ενέργεια των σωµάτων ως προς το κέντρο µάζας εξαιτίας της ταλάντωσής 
τους. Έτσι, η εξίσωση Α∆Ε γίνεται 

Σχ. 3. ∆ύο σώµατα µάζας m συνδέονται µέσω ελατηρίου 
σταθεράς k. Το σύστηµα ηρεµεί, µε το ελατήριο να έχει το 
φυσικό του µήκος, πάνω σε λείο τραπέζι. Μια σταθερή δύναµη 
F µέτρου F ασκείται στο αριστερό σώµα, µετακινώντας το 
κατά απόσταση x1. Στο χρονικό διάστηµα αυτό, το ελατήριο 
αναγκάζει το δεξί σώµα να µετακινηθεί προς τα δεξιά κατά µια 
απόσταση x2.  



John W. Jewett Jr.  The  Physics Teacher, vol.47, number 5, May  2008 - 9 - 

 

 
 ∆ΚCM + ∆Κvib + ∆Uvib = W   (22) 
 
 όπου Uvib είναι η ελαστική δυναµική ενέργεια που είναι αποθηκευµένη στο ελατήριο 
όταν η απόσταση των σωµάτων έχει κάποια τιµή διαφορετική από L. ∆ιαπιστώνοντας 
ότι     Κvib + Uvib = Evib   και ότι οι αρχικές τιµές της κινητικής ενέργειας του κέντρου 
µάζας και της ενέργειας ταλάντωσης είναι µηδέν, η εξίσωση αυτή γίνεται, 
 
 KCM + Evib =F·x1    (23) 
 

Σηµειώστε ότι το έργο που εκτελείται πάνω στο σύστηµα είναι το γινόµενο 
της δύναµης F και της µετατόπισης µέτρου x1 του σηµείου εφαρµογής αυτής της 
δύναµης. Έτσι,  
 

 2
vib 1 CM 1 CM

1
E Fx K Fx ( 2m )u                        (24)

2
= − = −  

 
Αντικαθιστώντας την   uCM   από την  (21), βρίσκουµε 
 

 
( )1 2 1 2

vib 1

x x x x1
E Fx ( 2m ) F F                        (25)

2 2m 2

+  −
= − = 

 
  

 
Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι και τα τρία προβλήµατα που εξετάστηκαν 

περιελάµβαναν σταθερές δυνάµεις, κάτι που επιτρέπει τον εύκολο υπολογισµό του 
χρονικού διαστήµατος ∆t. Η µέθοδος ενέργειας/ορµής παραµένει ξεκάθαρη αν η 
δύναµη που ασκείται σ’ ένα σύστηµα µεταβάλλεται µε τον χρόνο µε γνωστό τρόπο. 
το ολοκλήρωµα της εξίσωσης (4) µπορεί να υπολογιστεί για µια τέτοια δύναµη. Εάν 
η δύναµη µεταβάλλεται µε τη θέση µ’ έναν γνωστό τρόπο η λύση γίνεται 
περισσότερο προβληµατική. Από την άλλη, ένα πρόβληµα που ένα παραµορφώσιµο ή 
περιστρεφόµενο αντικείµενο κάτω από την επίδραση µιας δύναµης που µεταβάλλεται 
µε τη θέση ξεπερνάει πιθανότατα το εισαγωγικό επίπεδο µαθηµάτων Φυσικής. Σε 
τέτοια προβλήµατα, εάν η δύναµη είναι καλώς ορισµένη συνάρτηση της θέσης,  το 
σύστηµα µπορεί να επεκταθεί ώστε να συµπεριλάβει και τον παράγοντα που εξασκεί 
τη δύναµη. Η δύναµη είναι τώρα εσωτερική σ’ ένα αποµονωµένο σύστηµα και µπορεί 
να αναπαρασταθεί µε µία δυναµική ενέργεια. Στη συνέχεια µπορεί να χρησιµοποιηθεί 
µια ανάλυση του αποµονωµένου συστήµατος για να βρεθεί η λύση.   
 
Συµπέρασµα 

Οι ενεργειακές µέθοδοι στα προβλήµατα συµπεριλαµβάνουν προκλήσεις για 
τους σπουδαστές. Οι προκλήσεις αυτές γίνονται ακόµα πιο δύσκολες εάν 
παρουσιάζονται µε µια περιορισµένη άποψη µε τη χρήση µόνο του θεωρήµατος 
έργου-ενέργειας και στη συνέχεια εξειδικευµένες εκδοχές του θεωρήµατος και 
πρόσθετες ενεργειακού τύπου εξισώσεις. Θα πρέπει να ξοδευτεί αρκετός χρόνος κατά 
τη διάρκεια του µέρους της µηχανικής σ’ ένα εισαγωγικό µάθηµα για να συζητηθεί η 
σφαιρική ενεργειακή προσέγγιση και να χρησιµοποιηθεί για την ανάλυση 
προβληµάτων. 

Για προβλήµατα που συµπεριλαµβάνουν παραµορφώσιµα ή περιστρεφόµενα 
συστήµατα, η χρήση του θεωρήµατος ώθησης-ορµής αντί µιας εξίσωσης ψευδο 
έργου, σωµατιδιακού έργου, ή κέντρου µάζας έχει διακριτά πλεονεκτήµατα. Η χρήση 
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του θεωρήµατος ώθησης-ορµής επιτρέπει στους σπουδαστές να χρησιµοποιήσουν µια 
αρχή της ορµής που ήδη γνωρίζουν µαζί µε την εξίσωση Α∆Ε από την ενεργειακή 
µέθοδο, χωρίς να υπάρχει ανάγκη για πρόσθετες ενεργειακού τύπου εξισώσεις.     
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