Μια επίσκεψη στη μητρόπολη του Μιλάνο

Η αφορμή για αυτό το άρθρο ήταν μια επίσκεψη στο Duomo του Μιλάνου. Πρόκειται για τον μητροπολιτικό ναό του Μιλάνου, έναν πράγματι μεγαλοπρεπή ναό γοτθικού ρυθμού. Στην είσοδο του ναού υπάρχει μια κατασκευή. Κατά μήκος του ναού και κάθετα στην διεύθυνση του ναού ( η οποία όπως και σε όλους τους χριστιανικούς ναούς είναι η διεύθυνση ανατολής δύσης ) υπάρχει μια γραμμή ( με διεύθυνση προφανώς βορρά νότου ) και ζωγραφισμένα τα 12 ζώδια δίπλα ακριβώς από τη γραμμή. Πάνω στην οροφή υπάρχει μια τρύπα που αφήνει το φως του ήλιου να περάσει μέσα στο ναό. Προφανώς η κατασκευή χρησίμευε ως ηλιακό ρολόι, το οποίο όμως δεν μετράει την ώρα του εικοσιτετραώρου όπως τα συνήθη ηλιακά ρολόγια, αλλά τους μήνες. Και αυτό γιατί όταν κατά τη διάρκεια της ημέρας ο ήλιος φθάσει στο ζενίθ, οι ακτίνες του ήλιου θα τμήσουν τη μεσημβρινή ευθεία και το σημείο τομής θα φανερώσει το ζώδιο και την ημερομηνία στην οποία βρισκόμαστε. 

Αυτό που μου προξένησε την απορία ήταν ότι τα ζώδια ήταν αρκετά κοντά ανά δύο και ότι ενώ στην αρχή οι αποστάσεις των ζωδίων ήταν μικρές, όσο πηγαίναμε προς τον βορρά οι αποστάσεις μεταξύ των ζωδίων μεγαλώνανε στο τελευταίο όμως μίκραινε.  

Με αφορμή αυτές τις παρατηρήσεις σκέφτηκα όλη την κατασκευή. Η κατασκευή προφανώς βασίζεται στο διαφορετικό μέγιστο ύψος που φθάνει ο ήλιος στο ζενίθ στις διάφορες εποχές. Αυτό βέβαια έχει σχέση και με τη διαφορετική διάρκεια της ημέρας με τη νύχτα τις διάφορες εποχές. Τα φαινόμενα αυτά οφείλονται στο γεγονός ότι ο άξονας περιστροφής της γης είναι σταθερός στο χώρο και σημαδεύει τον πολικό αστέρα. Έτσι κατά τη διάρκεια περιστροφής της γης γύρω από τον ήλιο, άλλοτε οι ακτίνες του ήλιου κτυπάνε κάθετα το ισημερινό επίπεδο της γης και αυτό συμβαίνει σε δύο ημερομηνίες στις 21 Μαρτίου και 23 Σεπτεμβρίου που έχουμε τις ισημερίες, γιατί τότε σε όλα τα μήκη και τα πλάτη της γης η διάρκεια της ημέρας είναι ίση με τη διάρκεια της νύχντας και άλλοτε κτυπάει πλάγια τη γη. 

Οι ακτίνες του ήλιου ακολουθούν την παρακάτω πορεία φθάνοντας 23,5 μοίρες βόρεια ( στις 22 Ιουνίου στο θερινό ηλιοστάσιο ) και 23,5  μοίρες νότια  στις 22 Δεκεμβρίου στο χειμερινό ηλιοστάσιο. Τα σημεία της γης με γεωγραφικό πλάτος 23,5 μοίρες βόρεια ορίζουν έναν κύκλο που λέγεται τροπικός του καρκίνου, αφού αυτή την ημερομηνία όταν δύει ο ήλιος βλέπουμε στη δύση τον αστερισμό του καρκίνου. Τα σημεία της γης με γεωγραφικό πλάτος 23,5 νότια βρίσκονται στον τροπικό του Αιγόκερου για αντίστοιχο λόγο. 
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Στο σχήμα μας ο ήλιος πέφτει κάθετα στα σημεία με γεωγραφικό πλάτος φ βόρεια. Αυτή την ημερομηνία σε αυτά τα σημεία ο ήλιος στο ζενίθ του σχηματίζει 00  με την κατακόρυφη του τόπου
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Στο παραπάνω σχήμα η γωνία φ είναι το γεωγραφικό πλάτος ενός τόπου ενώ η γωνία θ είναι η γωνία που σχηματίζει ο άξονας της γης με το ισημερινό επίπεδο της γης. Επειδή όπως προαναφέραμε, ο άξονας περιστροφής της γης παραμένει σταθερός κατά τη διάρκεια ενός έτους, η γωνία αυτή αλλάζει από –23,5 μοίρες έως 23,5 μοίρες.  

Άρα δίνεται από τη σχέση  θ=23,5συν
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 =23,5 συν 
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  όπου  t=0,1,2,3,…12 σε μήνες.

Για t=0  θ=0 που αντιστοιχεί στις 22 Ιουνίου που έχουμε το θερινό ηλιοστάσιο. Για t=3 αντιστοιχεί στις 23 Σεπτεμβρίου στην φθινοπωρινή ισημερία. Για t=6 αντιστοιχεί η ημερομηνία 22 Δεκεμβρίου που έχουμε το χειμερινό ηλιοστάσιο και για  t=9 αντιστοιχεί στις 21 Μαρτίου που έχουμε την εαρινή ισημερία. 

Έτσι αν θέσουμε μια ράβδου ύψους Η η μικρότερη σκιά που δίνει κατά τη διάρκεια της ημέρας είναι όταν ο ήλιος είναι στο ζενίθ και ισούται 
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Για το Μιλάνο που το γεωγραφικό πλάτος είναι 45 μοίρες η σχέση θα γίνει:
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Την εικόνα περίπου αυτή είδα στη Μητρόπολη του Μιλάνο. Έτσι η απορία μου λύθηκε μέχρις εδώ. Αλλά είναι ευκαιρία να πάμε και λίγο παραπέρα. Να μελετήσουμε δηλαδή τη διάρκεια της ημέρας σε σχέση με το γεωγραφικό πλάτος και με την ημερομηνία. 

Από το αρχικό σχήμα έχουμε:  
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 οπότε πολλαπλασιάζοντας τις δύο σχέσεις κατά μέλη παίρνουμε:  
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ολόκληρος ο κύκλος αντιστοιχεί σε χρονική διάρκεια 24 ώρες.

Άρα          2πR=24
Ο χρόνος που διαρκεί η ημέρα αντιστοιχεί στο τόξο 
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Άρα Δ_ΗΜΕΡΑΣ=
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Αλλά 
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Ας πάρουμε τώρα την ωραία μας Κέρκυρα που έχει γεωγραφικό πλάτος 40 μοίρες. Τότε από την παραπάνω σχέση η διάρκεια της ημέρας κατά τη διάρκεια του έτους θα δίνεται από την παρακάτω καμπύλη
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Μήνες

Διάρκεια ημέρας


Όπου ο μήνας 0 είναι 22 Ιουνίου που έχουμε τη μεγαλύτερη ημέρα, ο μήνας 3 αντιστοιχεί στις 23 Σεπτεμβρίου που έχουμε ισημερία κτλ
Ο ήλιος ανατέλλει και δύει ακριβώς από τα γεωγραφικά σημεία της ανατολής και της δύσης μόνο δύο φορές το χρόνο στις ημερομηνίες των ισημεριών. Στις 22 Δεκεμβρίου ο ήλιος ανατέλλει νοτιότερα της ανατολής και δύει εξίσου νοτιότερα της δύσης. Στις 22 Ιουνίου ο ήλιος ανατέλλει βορειότερα της ανατολής και δύει βορειότερα, διαγράφοντας ένα μεγάλο τόξο στον ουρανό, που το μέσο του τόξου βρίσκεται στον μεσημβρινό του τόπου. 


           Τροχιά του ήλιου στις Ισημερίες

     Τροχιά του ήλιου στις 22 Ιουνίου 


Τροχιά του ήλιου στις 22 Δεκεμβρίου

Η επόμενη προσπάθεια που θα κάνουμε είναι να εξηγήσουμε γιατί κατά τη διάρκεια του έτους ο ήλιος δεν μεσουρανεί πάντα την ίδια ώρα. Κανονικά στην Κέρκυρα θα έπρεπε να μεσουρανεί στις 12:40 περίπου. Αυτό συμβαίνει γιατί η Ελλάδα ανήκει στη 2η ζώνη. Η κάθε ζώνη αντιστοιχεί σε 360/24=150. Άρα ο ήλιος θα μεσουρανεί στις 12 ακριβώς σε κάποια μέρη μεταξύ Ρόδου Κύπρου με γεωγραφικό μήκος 300 ανατολικά. Η Κέρκυρα έχει γεωγραφικό μήκος 19,50 άρα απέχει 10,50 από τις 12 ώρα που αντιστοιχούν σε 10,5x24/360=0,69h=41min. 
Αντί αυτού μερικές φορές το χρόνο φθάνει στο σημείο να καθυστερεί ή και να έπεται κατά 15 λεπτά περίπου, από το ραντεβού του, δηλαδή την ώρα που θα περάσει από το ζενίθ. Τα λεπτά που έπεται ή καθυστερεί κατά τη διάρκεια του έτους δίνονται από μια σχέση που λέγεται εξίσωση του χρόνου. Η γραφική παράσταση της σχέσης αυτής δίνεται παρακάτω. 
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Από αυτή τη γραφική παράσταση μπορούμε να βρούμε πόσο προηγείται ή καθυστερεί η μεσουράνηση του ήλιου κάποια ημερομηνία. Πχ στις 14 Ιουνίου ο ήλιος είναι συνεπής στο ραντεβού του ενώ στις 1 Νοεμβρίου μεσουρανεί 16,5 λεπτά νωρίτερα. Έτσι με αυτή την παρατήρηση και με τα προηγούμενα μπορούμε να βρούμε ακριβώς πότε ανατέλλει πότε μεσουρανεί και πότε δύει ο ήλιος στη Κέρκυρα κατά τη διάρκεια όλου του έτους. 

Ο ήλιος όπως φαίνεται από την παραπάνω γραφική παράσταση είναι συνεπής στο ραντεβού του μόνο 4 φορές το χρόνο, 16 Απριλίου, 14 Ιουνίου, 2 Σεπτεμβρίου και 26 Δεκεμβρίου. 

Το ερώτημα που τίθεται τώρα είναι πως προκύπτει η παραπάνω καμπύλη. Με άλλα λόγια γιατί ο ήλιος δεν μεσουρανεί πάντα την ίδια ώρα. 

Ας πάρουμε τα πράγματα με τη σειρά. Η περιστροφή της γης γύρω από τον εαυτό της διαρκεί 24 ώρες. Αν δεν περιστρεφόταν καθόλου γύρω από τον ήλιο, συμπληρώνοντας μια περιστροφή γύρω από αυτόν, θα είχε κάνει μια περιστροφή γύρω από τον εαυτό της.   Επειδή λοιπόν  η γη περιστρέφεται και γύρω από τον εαυτό της και γύρω από τον ήλιο, όταν κάνει 365,25 περιστροφές σε σχέση με τα ακίνητα αστέρια, θα κερδίζει μία ακόμη περιστροφή, άρα θα κάνει 366,25 περιστροφές γύρω από τον ήλιο. Έτσι θα έχουμε

24*365,25=Η*366,25 άρα Η=23,93447 ώρες

Με άλλα λόγια η ηλιακή ημέρα είναι μικρότερη από την αστρική ημέρα κατά 3,9min περίπου. Αυτό δεν θα είχε καμιά επίδραση στο ραντεβού του ήλιου με τον μεσημβρινό του κάθε τόπου, αν η ταχύτητα με την οποία κινείται ο ήλιος ήταν σταθερή. Αλλά δεν είναι σταθερή για δύο λόγους. 

Ο πρώτος παράγοντας  οφείλεται στη κλίση του άξονα περιστροφής της γης σε σχέση με το επίπεδο κίνησής της γύρω από τον ήλιο. 

Στα ηλιοστάσια ο άξονας περιστροφής της γης σχηματίζει γωνία 23,5 μοίρες με τη διεύθυνση γης – ήλιου ενώ στις ισημερίες ο άξονας περιστροφής της γης γύρω από τον ήλιο είναι κάθετος στη διεύθυνση γης ηλίου. Έτσι στα ηλιοστάσια η περιστροφή  της γης κατά μήκος του ισημερινού, είναι μικρότερη από ότι στις ισημερίες κατά τον παράγοντα συν(23,5)=0,917. Έτσι αν τα 3,9min που έχουμε προαναφέρει εκφράζουν το μέσο όρο του χρόνου που η ηλιακή ημέρα είναι μεγαλύτερη της αστρικής, θα ισχύει 
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Οπότε ανάμεσα σε ένα ηλιοστάσιο και μια ισημερία θα έχουμε 90·(4,07-3,73)=30,6min διαφορά στη διάρκεια της ηλιακής ημέρας. Αυτό βέβαια θα συνέβαινε αν η διαφορά των 0,34min ήταν σταθερή για όλο το χρονικό αυτό διάστημα. Η διαφορά όμως αυτή ξεκινάει από την τιμή 0,34min σε ένα ηλιοστάσιο και γίνεται μηδέν στην επόμενη ισημερία. Έτσι η συνολική καθυστέρηση ( εάν η ελάττωση ήταν γραμμική ) θα είναι 30,6/2min(16min. Πιο λεπτομερείς υπολογισμοί ανεβάζουν αυτό το χρόνο στα 20min. 
Η μεταβολή αυτή μπορεί να προσεγγιστεί με μια ημιτονοειδή καμπύλη με περίοδο 365,25/2 h και πλάτος 10min. 
Στη συνάρτηση αυτή θα υπάρχει και μια αρχική φάση αφού αρχίζουμε από την 1η Ιανουαρίου δηλαδή 10 ημέρες μετά το χειμερινό  ηλιοστάσιο. Η αρχική φάση θα ισούται με:  10*4π/365,25. Άρα η εξίσωση θα είναι:
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Η επίδραση αυτού του φαινομένου περιγράφεται από την πράσινη καμπύλη του παρακάτω σχήματος
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Τα υπόλοιπα λεπτά καθυστέρησης ή πρωτοπορίας του ήλιου στο ραντεβού του με τον μεσημβρινό οφείλεται σε ένα δεύτερο φαινόμενο. 

Στο γεγονός ότι η τροχιά που ακολουθεί η γη γύρω από τον ήλιο δεν είναι κύκλος αλλά έλλειψη.
 Αυτό έχει ως συνέπεια, λόγω του 2ου νόμου του Kepler όταν η γη πλησιάζει τον ήλιο να κινείται πιο γρήγορα, ενώ όταν απομακρύνεται να κινείται πιο αργά.. Στις 1 Ιανουαρίου η γη βρίσκεται στο κοντινότερο σημείο από τον ήλιο ενώ στις 1 Ιουλίου στην μακρύτερη απόσταση. Οι σχετικές θέσεις φαίνονται στην εικόνα (3).
Η απόσταση γης – ηλίου στις 1 Ιανουαρίου, είναι 1.7% μικρότερη, από ότι η απόσταση γης – ηλίου στις 1 Ιουλίου. Έτσι η γωνιακή ταχύτητα είναι 3.4% μεγαλύτερη στις αντίστοιχες ημερομηνίες ( Αυτό προκύπτει από την αρχή διατήρησης της στροφορμής). 
Έτσι με την ίδια λογική όπως προηγούμενα, βρίσκουμε ότι η μικρότερη χρονική διαφορά ανάμεσα στην αστρική και στην ηλιακή ημέρα θα είναι 3,83min ενώ η μεγαλύτερη 3,96min. Έτσι έχουμε μια διαφορά 0,135min /ημέρα που στο διάστημα των έξι μηνών γίνεται 49min που για τους ίδιους λόγους που είπαμε και παραπάνω λόγω του γεγονότος ότι η διαφορά αυτή συνεχώς εξομαλύνεται τελικά είναι 24,6min. Μια πιο εκτενής μελέτη οδηγεί σε διαφορά 15 min. Η συνάρτηση αυτή μπορεί να προσεγγισθεί από μια ημιτονοειδή καμπύλη με περίοδο 365,25ημέρες, πλάτος 15/2=7,5min και χωρίς αρχική φάση αφού το κοντινότερο σημείο της γης από τον ήλιο συμβαίνει στις 1 Ιανουαρίου. 
Η αντίστοιχη εξίσωση θα είναι: 
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η σχέση αυτή παριστάνεται από τη μπλε διακεκομμένη γραμμή. 

προσθέτοντας αυτούς τους δύο όρους έχουμε την εξίσωση του χρόνου η οποία παριστάνεται από τη συνεχή κόκκινη γραμμή.  
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  Η ΕΞΙΣΩΣΗ ΤΟΥ ΧΡΟΝΟΥ

Εικόνα (3)


Την εξίσωση του χρόνου μπορούμε να τη δούμε στον ουρανό αν κάθε μέρα κατά τη διάρκεια του έτους βγάλουμε μια φωτογραφία του ήλιου την ίδια πάντα ώρα πχ στις 12 +41’. Τότε αν συνδυάσουμε όλες τις 365 φωτογραφίες μαζί θα πάρουμε την παρακάτω. 

Η εικόνα αυτή που σχηματίζεται ( το οχτάρι ) λέγεται ανάλημμα   
Θα προσπαθήσουμε τώρα να βγάλουμε την εξίσωση του αναλήμματος. 

Το μέγιστο ύψος που φθάνει ο ήλιος στην Κέρκυρα με γεωγραφικό πλάτος 39,5 μοίρες είναι 90-39,5+23,5=740  ενώ το χαμηλότερο σημείο που φθάνει ο ήλιος στις 22 Δεκεμβρίου είναι 90-23,5-39,5=270.  Η διαφορά αυτή του ύψους του ηλίου συντελείται σε διάστημα 6 μηνών. Έτσι έχουμε μια διαφορά 74-27=470  στις 365/2 ημέρες. Αυτό δείχνει ότι η κατακόρυφη απόκλιση του ήλιου στη διάρκεια ενός έτους μπορεί να περιγραφεί από τη σχέση:
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μετατρέποντας τις μοίρες σε λεπτά της ώρας έχουμε ότι ο ήλιος κινείται σε 24 ώρες 360 μοίρες, άρα τις 23,5μοίρες τις διανύει σε 1,5ώρες=90min
Οπότε: 
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  (3)
Η φάση –π/2 μπαίνει γιατί τον Ιανουάριο βρισκόμαστε στο ελάχιστο της καμπύλης περίπου στο χαμηλότερο σημείο του άξονα y. 

Η θέση του ήλιου στον άξονα χ γύρω από τον μεσημβρινό κατά τη διάρκεια του έτους δεν είναι καμία άλλη από την εξίσωση χρόνου που βρήκαμε. Άρα
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Κάνουμε τη γραφική παράσταση της παραμετρικής συνάρτησης (3) και (4) και έχουμε το δικό μας ανάλημμα. 

Το δικό μας ανάλημμα.
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