
Κέπλερ-Νεύτωνας 1-1 -1-     Μουρούζης Παναγιώτης 

ΝΕΥΤΩΝΑΣ – ΚΕΠΛΕΡ 1-1    ( ∆ιαιτητής του αγώνα ο Ευκλείδης ) 
 
Στο άρθρο αυτό θα επιχειρήσουµε να αποδείξουµε την ισοδυναµία των νόµων του Κέπλερ µε τους 
νόµους του Νεύτωνα ακολουθώντας τα χνάρια του µεγάλου φυσικού και δάσκαλου R.Feynman 
χρησιµοποιώντας µαθηµατικά Λυκείου.  
Ας υπενθυµίσουµε όµως τους παραπάνω νόµους 
Νόµοι του Νεύτωνα 

1. Νόµος της αδράνειας. Αν σε ένα σώµα δεν ασκείται καµία δύναµη τότε αυτό είτε ακινητεί 
είτε κινείται ευθύγραµµα οµαλά 

2. Θεµελιώδης νόµος. Αν σε ένα σώµα ασκείται συνολικά µια δύναµη τότε αυτό αποκτά µια 
επιτάχυνσης ίδιας κατεύθυνσης µε τη δύναµη και ανάλογου µέτρου. Ο συντελεστής 
αναλογίας εκφράζει τη µάζα του σώµατος.  

3. Νόµος δράσης αντίδρασης. Αν ένα σώµα ασκεί σε ένα άλλο µια δύναµη F τότε και το άλλο 
σώµα ασκεί στο πρώτο µια αντίθετη δύναµη 

4. Νόµος παγκόσµιας έλξης. ∆ύο σώµατα έλκονται µε µια δύναµη που είναι ανάλογη του 
γινοµένου των µαζών τους και αντιστρόφως ανάλογη του τετραγώνου της µεταξύ τους 
απόστασης.  

 
Νόµοι του Κέπλερ 

1. Η κίνηση του κάθε πλανήτη είναι τέτοια ώστε σε ίσους χρόνους να διαγράφει ίσα εµβαδά 
2. Όλοι οι πλανήτες κινούνται γύρω από τον ήλιο σε κυκλικές ή ελλειπτικές τροχιές που στη 

µία από τις δύο εστίες βρίσκεται ο ήλιος 
3. Ο λόγος των µεγάλων ηµιαξόνων των ελλείψεων δύο πλανητών υψωµένος στον κύβο 

ισούται µε το λόγο των περιόδων των ίδιων πλανητών υψωµένος στο τετράγωνο.  
 
Πριν ξεκινήσουµε για την προσπάθειά µας θα αποδείξουµε ορισµένες ιδιότητες της έλλειψης. 

1. Ορισµός της έλλειψης. Έλλειψη είναι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων τα οποία έχουν 
σταθερό άθροισµα από δύο δεδοµένα σηµεία. ( εστίες ).  

2. Κάθε σηµείο έξω από την έλλειψη απέχει από τις δύο εστίες απόσταση µεγαλύτερη από 
αυτήν που απέχει ένα σηµείο που ανήκει στην έλλειψη. 

3. Αν µια φωτεινή ακτίνα ξεκινήσει από µια εστία και ανακλαστεί σε ένα ελλειπτικό 
κάτοπτρο, µετά την ανάκλαση θα περάσει από την άλλη εστία 

4. Έστω ένας κύκλος µε κέντρο Ο και ένα σηµείο Κ µέσα στον κύκλο. Φέρνουµε µια τυχαία 
ακτίνα έστω την ΟΑ και στη συνέχεια φέρνουµε την ΚΑ. Στη συνέχεια φέρνουµε τη 
µεσοκάθετο στην ΚΑ που τέµνει την ΟΑ σε ένα σηµείο Μ. Ο γεωµετρικός τόπος των 
σηµείων Μ όταν κινείται το Α πάνω στην περιφέρεια του κύκλου είναι έλλειψη. Σε αυτή 
την έλλειψη η µεσοκάθετος στην ΚΑ είναι εφαπτοµένη στην έλλειψη στο σηµείο Μ.  

 
 



Κάθε σηµείο έξω από την έλλειψη απέχει από τις δύο εστίες απόσταση µεγαλύτερη από αυτήν 
που απέχει ένα σηµείο που ανήκει στην έλλειψη. 
 
Απόδειξη 
 B 
Έστω ένα σηµείο Β εκτός της έλλειψης.  
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Τότε θα έχουµε ΒΟ2=ΒΑ+ΑΟ2
 
Αλλά ΒΟ1 +ΒΑ > ΑΟ1  οπότε θα έχουµε:   
 
ΒΟ1+ΒΟ2  =  ΒΟ1+ΒΑ+ΑΟ2  > ΑΟ1+ΑΟ2  ο.ε.δ 
 
 
 
 
Αν µια φωτεινή ακτίνα ξεκινήσει από µια εστία και ανακλαστεί σε ένα ελλειπτικό κάτοπτρο, 
µετά την ανάκλαση θα περάσει από την άλλη εστία 
 
 
 
Έστω µια ακτίνα ΚΜ η οποία 
ξεκινάει από την εστία Κ. Για να 
περάσει µετά την ανάκλαση στην 
επιφάνεια της έλλειψης από την εστία
Ο θα πρέπει να  αποδείξουµε ότι η 
γωνία β

 

)) =a   
Φέρνουµε την εφαπτόµενη στο 
σηµείο ανάκλασης Μ και στη 
συνέχεια  κατασκευάζουµε το 
συµµετρικό σηµείο Α του σηµείου Κ 
ως προς την εφαπτοµένη.. Με άλλα 
λόγια ΚΕ=ΕΑ και ΚΕ⊥ΜΕ. Λόγω 
της ισότητας των τριγώνων 
ΚΜΕ=ΜΕΑ θα έχουµε α = γ. Ισχύει 
ακόµη  ΚΜ+ΜΟ=ΜΑ+ΜΟ=σταθερο  
Για οποιοδήποτε άλλο σηµείο Μ’ της 
εφαπτοµένης θα ισχύει MA+MO < 
Μ’Α+Μ’Ο, αφού αυτό το σηµείο θα 
είναι σηµείο εξωτερικό της έλλειψης, 
όπως αποδείξαµε προηγούµενα. Άρα 
για να ισχύει η ανισότητα για κάθε 
σηµείο της θα πρέπει τα σηµεία  
Ο,Μ,Α να βρίσκονται σε ευθεία. 
Οπότε γ=β αφού είναι κατακορυφήν γωνίες.  Εποµένως α=β ο.ε.δ  
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Αφού Ο,Μ,Α σε ευθεία και ΜΟ+ΟΑ=Σταθ συνεπάγεται ότι το σηµείο Α θα διαγράφει έναν κύκλο 
όσο το Μ κινείται πάνω στην έλλειψη. 
Έτσι  µε την παραπάνω κατασκευή αποδείξαµε ταυτόχρονα και την τρίτη πρόταση.  
 



Θα προσπαθήσουµε τώρα να βρούµε την εξίσωση της έλλειψης σε πολικές συντεταγµένες.  
 
 
Εφαρµόζουµε το θεώρηµα συνηµίτονων στο τρίγωνο ΟΜΚ.  

συνφΟΚΟΜΟΚΟΜΜΚ ))(()()()( 2222 −+=    (1) 
από τον ορισµό της έλλειψης έχουµε: 

c)MO(c)()(c)()( 2222 −+=→=+ ΜΟΜΚΜΚΜΟ     (2) 
 
από τις (1) και (2) έχουµε τα πρώτα µέλη ίσα άρα και τα δεύτερα. 
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Καλούµε τη σταθερά ΟΚ=α   οπότε έχουµε:   
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Για e<1  έχουµε την εξίσωση της έλλειψης 
Για e=1  έχουµε την εξίσωση της παραβολής 
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Για e>1  έχουµε την εξίσωση της υπερβολής. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Αφού τελειώσαµε µε τις βασικές ιδιότητες της έλλειψης είµαστε έτοιµοι να  µπούµε στο κυρίως 
θέµα του άρθρου. Την απόδειξη δηλαδή των νόµων του Κέπλερ ( Kepler ) από τους νόµους του 
Νεύτωνα ( Newton ) 
Το γεγονός ότι ο ήλιος παραµένει ακίνητος είναι απόρροια του 2ου και 3ου νόµου του Νεύτωνα. 
Σύµφωνα µε τον τρίτο νόµο όση δύναµη δέχεται ο πλανήτης από τον ήλιο τόση ακριβώς ασκεί και 
ο πλανήτης στον ήλιο. Λόγω όµως της πολύ µεγαλύτερης µάζας του ήλιου η επιτάχυνση του ήλιου 
µπορεί να θεωρηθεί µηδενική. Άρα ο ήλιος είναι ακίνητος ή κινείται ευθύγραµµα οµαλά που είναι 
το ίδιο δυναµικά µε το να θεωρηθεί ακίνητος.  
 
Θα αποδείξουµε τώρα τον πρώτο νόµο του Κέπλερ θεωρώντας όπως προαναφέραµε τον Ήλιο να 
παραµένει ακίνητος.  
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Εάν ο ήλιος δεν ασκούσε καµία δύναµη στο σώµα, τότε ο πλανήτης θα  κινιόταν ευθύγραµµα 
οµαλά και σε ίσους χρόνους θα διένυε ίσες αποστάσεις µε ταχύτητα V1. Έτσι θα έχουµε ΑΒ=ΒΓ. 
Εποµένως Εµβαδόν(ΑΗΒ)=Εµβαδόν(ΒΗΓ) 
Έστω τώρα ότι ο ήλιος ασκεί µια στιγµιαία ώθηση στο σηµείο Β µε αποτέλεσµα να αλλάξει την 
ταχύτητα από V1 σε V2.  Λόγω του δεύτερου νόµου του Νεύτωνα θα έχουµε: 
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το Ω/Μ είναι ένα διάνυσµα που κατευθύνεται προς τον ήλιο. Ακόµη σε ίσους χρόνους θα έχουµε τη 
σχέση 
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Άρα η ∆Γ // ΗΒ  µε αποτέλεσµα  
Εµβαδόν(Η∆Β)=Εµβαδόν(ΗΓΒ) 
Εποµένως σε ίσους χρόνους µε στιγµιαία 
ώθηση στο σηµείο Β θα έχουν διανυθεί πάλι 
ίσα εµβαδά. Ο ήλιος όµως δεν ασκεί ώθηση 
για κάποιο πολύ µικρό χρονικό διάστηµα 
όπως υποθέσαµε αλλά συνεχώς. Αυτό όµως δεν θα φέρει κάποια αλλαγή στην απόδειξή µας αφού 
αν βάλουµε άλλη µια στιγµιαία ώθηση στο µέσο της διαδροµής ΑΒ δεν θα έχουµε αλλαγή του 
διανυόµενου εµβαδού. Το ίδιο αν προσθέσουµε µια στιγµιαία ώθηση στο µέσο της διαδροµής Β∆ 
κ.ο.κ οπότε θα καταλήξουµε τελικά σε µια συνεχή άσκηση της ώθησης και η τεθλασµένη γραµµή 
θα καταλήξει σε λεία καµπύλη. Τα εµβαδά που θα διαγράφονται σε ίσους χρόνους θα είναι και πάλι 
ίσα.   

 Ω/Μ

V2 V1

V1

∆ 

Γ 

Β 

Α 

Η 

 
 
Ο ρυθµός µε τον οποίο διαγράφεται το εµβαδόν ισούται µε  
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Έστω ότι στο σηµείο Η βρίσκεται ο ήλιος και ένας πλανήτης λόγω της παγκόσµιας έλξης διαγράφει 
µια τροχιά. Θα αποδείξουµε ότι η τροχιά αυτή αν είναι κλειστή είναι µια έλλειψη, αλλιώς θα είναι 
µια παραβολή ή µια υπερβολή.  
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Χωρίζουµε τη τροχιά σε ίσες γωνίες ∆φ όπως φαίνονται 
από τον ήλιο.  Τότε όπως έχουµε αποδείξει προηγούµενα 
στα κοντινότερα σηµεία από τον ήλιο θα έχουµε γενικά 
µεγαλύτερες ταχύτητες αφού σε ίσους χρόνους θα πρέπει 
να διαγράφονται ίσα εµβαδά.  
 
Θα αποδείξουµε ότι σε ίσες γωνίες αντιστοιχούν ίσες 
µεταβολές της ταχύτητας. Πράγµατι από τον θεµελιώδη 
νόµο σε συνδυασµό µε τον νόµο της παγκόσµιας έλξης 
έχουµε: 
 

2r
t.

m
tFV ∆σταθ∆∆ ==      (5) 

 
προηγούµενα έχουµε αποδείξει ότι το εµβαδόν που διαγράφεται στη µονάδα του χρόνου είναι 
σταθερό. Άρα 
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άρα   συνδυάζοντας τις δύο προηγούµενες σχέσεις συµπεραίνουµε ότι   
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εποµένως αν χωρίσουµε την τροχιά του πλανήτη σε Ν ίσες γωνίες το διάγραµµα των ταχυτήτων θα 
είναι έτσι ώστε τα  ∆V να σχηµατίζουν ένα κανονικό Νγωνο. 
Αν το   το κανονικό πολύγωνο γίνεται κύκλος. Έτσι το διάγραµµα ταχυτήτων θα έχει την 
εξής µορφή. 
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Η πραγµατική τροχιά του πλανήτη    Το αντίστοιχο διάγραµµα ταχυτήτων
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Στη συνέχεια ο µεγάλος Feynman στρέφει το διάγραµµα ταχυτήτων και συνεχίζει το σκεπτικό της 
απόδειξης. Εµείς θα ακολουθήσουµε µια άλλη οδό.  
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Έστω ότι ο πλανήτης κινείται στη καµπύλη (α). Έστω Γ, ∆ δύο θέσεις του πλανήτη. Με κέντρο τον 
ήλιο χαράσσουµε έναν κύκλο. Προεκτείνουµε τις ΗΓ και Η∆ οι οποίες τέµνουν τον κύκλο στα 
σηµεία Α και Β. Από τα σηµεία αυτά φέρνουµε ευθείες κάθετες αντίστοιχα στις ταχύτητες V1 και 
V2. Οι ευθείες αυτές έστω ότι τέµνονται στο σηµείο Ο.  
Το τρίγωνο ΟΑΒ είναι όµοιο µε το τρίγωνο των ταχυτήτων V1,V2 και ∆V.  Αυτό ισχύει γιατί τα 
δύο τρίγωνα έχουν τις πλευρές τους  ανά δύο κάθετες. Πράγµατι οι πλευρές ΟΑ⊥V1 και ΟΒ⊥V2  
λόγω κατασκευής. Η ΑΒ⊥∆V αφού η ΑΒ λόγω του γεγονότος ότι είναι χορδή του κύκλου είναι 
κάθετος στην ακτίνα. Από την άλλη η ∆V έχει την διεύθυνση προς τον ήλιο λόγω του δεύτερου 
νόµου του Νεύτωνα.   VmtF
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Το σχήµα που προκύπτει δεν είναι τίποτα άλλο από το διάγραµµα ταχυτήτων στραµµένο κατά 900.  
Λόγω του γεωµετρικού τόπου που προαναφέραµε στην αρχή, αν η κάθετος στην ΟΑ είναι 
µεσοκάθετος, τότε η τροχιά που διαγράφεται από τον πλανήτη είναι έλλειψη και έτσι αποδείξαµε 
αυτό που θέλαµε. Στην περίπτωση που δεν είναι µεσοκάθετος αλλά απλή κάθετος, η καµπύλη που 
προκύπτει έχει σχέση οµοιότητας ως προς τον Ήλιο, δηλαδή το σηµείο Η. Έτσι πρόκειται για µια 
καµπύλη που πολλαπλασιάζεται κατά έναν παράγοντα b οµοιότητας. Λόγω όµως της εξίσωσης (3) 
µε την αλλαγή της σταθεράς  b προκύπτει πάλι εξίσωση έλλειψης.  
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Αν το σηµείο Ο είναι έξω από τον κύκλο, προκύπτει υπερβολή. Πράγµατι  
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Φέρνουµε την ΜΓ µεσοκάθετη στην ΟΑ. 
ΟΓ=ΓΑ=ΓΚ+ΚΑ  ΓΟ-ΓΚ=ΚΑ  r1-r2=R=σταθ 
Η σχέση αυτή εκφράζει τον γεωµετρικό τόπο µιας 
υπερβολής 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Παρατήρηση:
Φέρνουµε την ΟΗ εφαπτοµένη στον κύκλο. Στο σηµείο 
Η η ταχύτητα του πλανήτη που εκφράζεται από το 
µήκος τους διανύσµατος ΟΗ έχει ίδια διεύθυνση µε το 
διάνυσµα ∆V. Άρα το σηµείο Η αντιστοιχεί στο άπειρο. 
Έτσι η τροχιά του πλανήτη αντιστοιχεί στο τόξο ΖΗ 
όπου το µέτρο του διανύσµατος ΟΖ αντιστοιχεί στην 
µεγαλύτερη ταχύτητα του πλανήτη την οποία έχει όταν 
βρίσκεται στην κοντινότερη απόσταση από τον ήλιο ενώ 
το µέτρο του διανύσµατος ΟΗ εκφράζει την ταχύτητα 
του πλανήτη όταν βρίσκεται στο άπειρο.  
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Εάν το σηµείο Ο βρίσκεται στην περιφέρεια του κύκλου, µε την παρατήρηση που προηγήθηκε 
συµπεραίνουµε ότι η ταχύτητα του πλανήτη στο άπειρο δηλαδή στο σηµείο Ο είναι µηδέν και τότε 
όπως θα αποδείξουµε παρακάτω, η τροχιά του πλανήτη είναι παραβολή.   
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Φέρνουµε την εφαπτοµένη του κύκλου στο Ε καθώς και την ΚΙ // ΟΑ η οποία τέµνει την 
εφαπτοµένη στο Ι. Ψάχνουµε να βρούµε τον γεωµετρικό τόπο των σηµείων Μ που αφενός µεν 
βρίσκονται πάνω στην ΚΑ και αφετέρου η εφαπτοµένη της καµπύλης στο σηµείο Μ θα πρέπει να 
είναι κάθετος στην ΚΙ. 
Από το Ι φέρνουµε την κάθετο ΙΜ στην εφαπτοµένη ΙΕ η οποία τέµνει την ΚΑ στο Μ. Θα 
αποδείξουµε ότι: 

1. ΜΚ=ΜΙ  άρα ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων Μ είναι πράγµατι παραβολή 
2. Φέρνω την Μ∆ κάθετη στην ΚΙ. Θα αποδείξουµε ότι η Μ∆ είναι µεσοκάθετος της ΚΙ και 

εφαπτοµένη της παραβολής στο σηµείο Μ.  
 
Πράγµατι MIKEKIKOA
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==  ως εντός εκτός και επι τα αυτά.  

Ακόµη EKAKOA
))

=2  ως εγγεγραµµένη και επίκεντρη γωνία που βλέπουν στο ίδιο τόξο. 
Άρα από τις παραπάνω σχέσεις προκύπτει ότι  KIMIKM

))
=   οπότε ΜΚ=ΜΙ και το πρώτο µέλος 

της απόδειξης ολοκληρώθηκε. Η εφαπτοµένη στο Ε λέγεται διευθετούσα ενώ το σηµείο Κ εστία 
της παραβολής.  
Αφού ΜΚ=ΜΙ και Μ∆ κάθετος, άρα Μ∆ µεσοκάθετος της ΚΙ. Η Μ∆ είναι και εφαπτοµένη στο 
σηµείο Μ. Πράγµατι ας υποθέσουµε ότι η Μ∆ τέµνει την παραβολή και σε ένα άλλο σηµείο Μ’. 
Τότε αφού το Μ’ ανήκει στην µεσοκάθετο Μ∆ θα ισχύει Μ’Κ=Μ’Ι. Ακόµη αφού το Μ’  ανήκει 
στην παραβολή θα ισχύει ότι Μ’Κ=Μ’Ι’ όπου Μ’Ι’ κάθετος στην διευθετούσα. Άρα  Μ’Ι’=Μ’Ι 
όπερ άτοπο.  
Παρατήρηση: κάθε φωτεινή ακτίνα που ξεκινάει από το σηµείο Κ και ανακλάται στο παραβολικό 
κάτοπτρο είναι παράλληλη προς τον άξονα χχ’ της παραβολής αφού Μ’ΜΖ=ΖΜΚ. Έτσι 
παραβολικά κάτοπτρα χρησιµοποιούνται στις κεραίες στους φανούς των αυτοκινήτων κτλ. 
 
Έτσι αποδείξαµε το δεύτερο νόµο του Κέπλερ χρησιµοποιώντας τους νόµους του Νεύτωνα. 
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Για τον τρίτο νόµο χρησιµοποιούµε τη σχέση που έχουµε αποδείξει. 
 

σταθηµφ =⋅=
∆
∆Α .

2
1 Vr

t
        (8) 

Εφαρµόζοντας τη σχέση αυτή για ολόκληρη την περιστροφή ενός πλανήτη έχουµε:  

T
abVr

t
πσταθηµφ ==⋅=

∆
∆Α .

2
1       (9) 

Όπου χρησιµοποιήσαµε τον τύπο που δίνει το εµβαδόν της έλλειψης.  
 
Εφαρµόζω τώρα τη σχέση για τις θέσεις (1) και (2) της έλλειψης οπότε έχω: 

T
abVrVr πσταθ ==⋅=⋅ 2211       (10) 

 
Εφαρµόζουµε ακόµη την αρχή διατήρησης της µηχανικής ενέργειας για τις ίδιες θέσεις και έχουµε: 
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Λύνουµε το σύστηµα των (10),(11) µε αγνώστους τα V1, V2  και αντικαθιστούµε στην (9) και 
έχουµε: 
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 Β  
ΟΑ= a 

Ε2Ε1 Ο 
A 

OB= b 
E1A=r1
E2A=r2 Γ 
Από το σχήµα έχουµε: 
OE1=OE2=OA-AE1=a-r1 
 
Και  
 
Ε1Α+Ε1Γ = ΟΑ+ΟΓ   r1+r2=2a     (13) 
Από τον ορισµό της έλλειψης έχουµε: 
 
 

2
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2
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Άρα  
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αντικαθιστώντας τις σχέσεις  (12), (13), (14) στην (10)  καταλήγουµε στη σχέση  
 

2
2

3 8 Τ
π
GMa =         (15) 

 
Που δεν είναι τίποτε άλλο από τον τρίτο νόµο του  Κέπλερ. 
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Μια πιο απλή απόδειξη του τρίτου νόµου µπορεί να γίνει µε τη βοήθεια των µετασχηµατισµών του 
χώρου και του χρόνου.  
Έστω ότι οι χωρικές συντεταγµένες πολλαπλασιάζονται µε µια σταθερά a ενώ οι χρονικές µε µια 
σταθερά b . Τότε η ταχύτητα θα πολλαπλασιασθεί µε µια σταθερά a/b ενώ η κινητική ενέργεια µε 
µια σταθερά (a/b)2.  Αν η συνάρτηση που δίνει τη δυναµική ενέργεια είναι k βαθµού ως προς τις 
χωρικές µεταβλητές (η δυναµική ενέργεια δεν εξαρτάται από το χρόνο) τότε θα πολλαπλασιασθεί 
µε τον παράγοντα ak. Αφού έχουµε το άθροισµα των δύο ενεργειών να παραµένει σταθερό θα 
πρέπει ak=(a/b)2

Στη δική µας περίπτωση λόγω της µορφής της δυναµικής ενέργειας k=-1 οπότε a3=b2   

Άρα για δύο πλανήτες θα ισχύει 2

2

13

2

1 )()(
T
T

d
d

=  

Οι χωρικές συντεταγµένες αναφέρονται στον µεγάλο ηµιάξονα της έλλειψης και οι χρονικές στις 
περιόδους των πλανητών. 
 
 
 
 
 
Θα τελειώσουµε το άρθρο αυτό µε µια γεωµετρική απόδειξη της αρχής διατήρησης της µηχανικής 
ενέργειας. 
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Από το προηγούµενο διάγραµµα έχουµε: 
ΟΑ=ΑΒ=R2
HA=R1
R1+R2=C 
OH=d 
ΟΒ=aV 
 
 
 
 
 
 
Εφαρµόζοντας το θεώρηµα των συνηµιτόνων στο τρίγωνο ΟΑΒ έχουµε: 
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Εφαρµόζοντας το θεώρηµα των συνηµιτόνων στο τρίγωνο ΟΑΗ έχουµε: 
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2222 2))((2)()()( RRRRd ⋅−+=→ΑΗΑΟ+ΑΗ+ΑΟ=ΟΗ  (17) 
χρησιµοποιώντας και τη σχέση  
R1+R2=C          (18) 
 
Καταλήγουµε στη σχέση: 
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Η οποία είναι η αρχή διατήρησης της µηχανικής ενέργειας. Επειδή C>d παρατηρούµε ότι η ολική 
µηχανική ενέργεια στην περίπτωση της ελλειπτικής τροχιάς είναι αρνητική.  
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